Musterlosung Thermodynamik IT F13

1. Aufgabe Thermodynamik IT F13 (13 Punkte)
a) siehe Abbildung

Erlduterung:

Es gilt mit dem Euler-Theorem fiir homogene Funktionen 1. Grades fiir zwei Komponenten mit den partiellen
molaren Freien Enthalpien g; ,,,(p, T, n1,n2), i =1, 2:

G(p7T7 n17n2) = gl,m(pa TanlanQ) ni +92,m(p7T) n17n2)n2

bzw. auf die Gesamtstoffmenge n; 4+ no bezogen
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Im Fall A entstiinde beispielsweise beim zwangsweise Vermischen eine grofie Exzessenthalpie. Bleibt eine
solche Mischung sich selbst iiberlassen, zerfillt sie im Gleichgewicht wieder in zwei Phasen, die ausschliefllich
reine Komponenten enthalten:

Agmex > gi;l fiir alle Xo s

b) Fall B (ideale Mischung): Hier gilt g, ex = 0. Entsprechend der Mischungsentropie verringert sich die
freie molare Enthalpie nach der Beziehung fiir ideale Fliissigkeiten

. stets
Agid = RT (Xya In X1 + X nXans) < 0

c¢) Fall C (reale Mischung):

(0, Tyn1,n2) = g1m(, Tyn1,m2) X1+ go.m(p, Ty n1,n2) Xom

gim(pv T) Xl,M + g;,m(pv T) X2,M + Agiﬁ +C Im,ex

= Cgm,ex = (Cgl,m(pa T7 ni, n2) - gim(pa T)) Xl,M + (CQZ,m(p) Ta ni, n2) - g;,m(pa T)) X2,M - Ag;‘g
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2. Aufgabe Thermodynamik IT F13 (17 Punkte)
A)

a) Da T und V als Variablen auftreten, ist es zweckmaéssig die Freie Innere Energie als thermo-
dynamisches Potential zu betrachten. Unter konstanter Temperatur und konstantem Volumen

nimmt die Freie Innere Energie A(T,V,nq,...,ng) ein Minimum an:
dA(T7 Ving,... 7nk> ’Tyvvni,izl,“.,k = 0
dT=0,dV=0 i 0A
= dA = Zuidnizo mit Mi:<>
0N Vs 500

=1

b) Dies bedeutet, dass sich fiir ein homogenes System fernab vom Gleichgewicht fiir konstantes
Volumen und konstante Temperatur nur dann eine Anderung der Freien Inneren Energe, also
eine Veridnderung in Richtung Gleichgewicht moglich ist, wenn sich die Konzentrationen der
Komponenten éndern. Diese Anderung kann nur durch chemische Reaktionen erfolgen:

c) Systeme mit Phaseniibergéngen sind heterogene Systeme. Der Austausch von Teilchen zwi-
schen den Phasen fithrt zu einer Anderung des energetischen Zustands hin zum GLeichgewicht.
Im Gleichgewicht sind die Teilchenzahlen in den Phasen dann konstant. Daraus folgt, dass die

chemischen Potentiale der Komponenten k in den verschiedenen Phasen «, 5, ...,w gleich sein
miissen

aui:ﬁui:...:wui, iIl,...,k.
B)

a) Die Fundamentalgleichung fiir die Freie Enthalpie einer Stoffmenge n eines reinen Stoffes ohne
Beriicksichtigung der Oberflichenspannung lautet

dG =+4+Vdp — SdT + (8(?) dn.
on T

Da die Freie Energie mit Oberflichenspannung um die Arbeit, die zur Vergroflerung der Ober-
fliche notig ist, vergroflert sein muss, ist folgender Ansatz sinnvoll, bei dem die zusétzliche
Energie der Oberfliche positiv im Ansatz fiir die Freie Enthalpie auftaucht:

dG = +Vdp— SdT + (E)G) dn. + o dA
n p, T, A

b) Aus dem Vergleich mit dem vollstdndigen Differential ergibt sich unmittelbar:

- (5)
94) 1.

c) Wegen der Definition der Freien Enthalpe G = U +pV 4 T'S folgt die Fundamentalgleichung
ou
dU = —pdV +TdS+ | — | dn + odA.
M Jy.5.

Vergleich mit dem vollsténdigen Differential dieser Funktion liefert wegen der natiirlichen Va-

riablen V und S
O’ p— 6£
- \o4 V.,S,n .



0G oG oG oG
4G - <> ap + () ar + () dn + () aA
ap T,An or p,An on p, T,A 0A p, T

Aus dem Vergleich der gemischten Ableitungen zum Beispiel

o (0 L (22
(5 s G ),

T,pn

(8G> =V und (aG) =0
ap T,An 0A T,p,n
(50),..~ ()
04 p,Tn 8p T,An
~(54),...~ (&%)
0A »Ton oT pAn

e) Fiir ein homogenes System vom Grade v muss gelten:

erhilt man mit
die Maxwell-Relation

Analog folgt:

G(p, T, A, \n) L G(p,T, A,n)

Partielle Differentiation nach A liefert:

<8G(T,p,)\A,)\n)>an o) | (8G(T,p,)\A, )\n)) 8(A\n)

dOA) ) a(\n) A OA
OG(T,p, \A, )\n)) (aG(T,p, AA, An) ) ! 4
A+ n = v G(p,T,An
(56 o0 )y ot A

Dies muss auch fiir A = 1 richtig sein. Nach Division durch die Molmenge n folgt fiir A = 1 und
G/ = 0gm
! A
oA+ gmn =Vgm = o= (v—1)gm -

Dies ist offensichtlich fiir alle v € R nicht erfiillbar. Falls jedoch keine Oberflichenspannung
beriicksichtigt wird, o = 0, wird die Freie Enthalpie eine homogene Funktion vom Grade v = 1.

Die getroffene Definition

dG =+4+Vdp — SdT + <6G> dn + cdA
on b T

fiihrt also fiir keinen Exponenten v auf eine homogene Funktion. Dies ist einsichtig, da die
Oberfldche quadratisch mit der Teilchenzahl, dass Volumen aber kubisch ansteigt.



3. Aufgabe Thermodynamik IT F13 (13 Punkte)
A) In einem abgeschlossenen System wird die Entropie im Gleichgewicht maximal.
Abgeschlossenes System, konstantes Volumen, Gleichgewicht: dU =0 und dV =0, dS =0.

Aus der Fundamentalgleichung
K

TdS =dU 4+ pdV — Zﬂldnl
=1
K
folgt sofort die Gleichgewichtsbedingung Z pr dng 0.
=1
Wegen der Bruttoreaktionsgleichung sind die dn; nicht unabhéngig voneinander. Wegen der stéchiome-
trischen Koeflizienten gilt

dn dn dn dnk |
- /A:_ /B:"':+ //J:+ //Kidn
Vi Vg v v
bzw. mit der Definition v; = v — 1
dn dn dn dnk |
+EmA OB o T TR L gy,
VA VB vy VK

Damit folgt

K ' (%)w:o K
ZMIVI dn =0 & Z,uIVI:O.
=1

I=1

b) Fiir das chemische Potential gilt in dieser Darstellung:

1y = <3S>
! 8nJ U,V,nl BEZN|

¢) Wegen der Druckabhingigkeit des chemischen Potentials gilt fiir jede Komponente J im Gemisch der
idealen Gase

X
o = (o) + RT I () = (@) + RT 1 (B22) I = A B... K
0 0

Damit gilt fiir die Gleichgewichtskonstante K

K
= > v (T, po)
X VI —
Ip) _ exp =1
RT



B) a) Die Gleichgewichtsbedingung liefert

K — exp 2 5 (T, po) — 1 (T, po) — 3 g (T, po) _ (p>2_1_3 X3
RT po X1 X3
b) Die Bruttoreaktion sagt aus, dass beziiglich der Mengen
1 3

gilt. Mit den Anfangsmengen liefert die Integration

. L . L,

nA = Ny 2”0 = no 2’1’Lc,

3 3
ng = h*B—§hc:3ho—§hc = 3na,

so dass sich die Molenbriiche am Reaktoraustritt aus

o1

nA no—inc

T s rac \ 1
AT e 4 (R0 — 5 n0) + g

ngB
X = T = 3X
B nA +ng + ng A
Xo = —C = 2X,

na + ng + nc
berechnen lassen.

c¢) Fiir Gleichgewicht muss aulerdem
() e G (B)s)
\po/ XiXxg \w/ 9XX \\p/ 37/ | lnc

gelten. Dies fithrt auf eine quadratische Gleichung fiir nc/ng.




4. Aufgabe Thermodynamik IT F13 (21 Punkte)

A) a) Massenbilanz (stationér):

pwbta — (pwbta + A(pwbta)) =0 e e 2 .

= A(ta)=tAc+aAt=0 —

Impulsbilanz (stationér):

1 1
i (a — (a+ Ac)) + (ipwgt + pu) bt + pubAt - (§pwg (b+AD +pu)b(t+A) =0 mit 11 = pybla

Grenziibergang Aa, Ac, At — da, dc, dt:

tde = —adt = a>0
= a>0unda=+gt

—tadc—gtdt = 0

B) a) Bernoulli:

2 2 A
c c
Pu grp S =P g+ D "y
Pw 2 w 2
o C t 1+ 3Fr
r = —— _——= —
Jot to 14 1R AN
Grenzwerte:

b by ! bl bo: (b/bo )min™!
Fiir Fr*> = Frd folgt t/to =1, | I I, ¥ /
Fiir Fr2 - 0  folgt t/tg — 1+ %Fr% >1

Fiir Fr2 — oo folgt t/tg =0 <1 0

b) Die kritische Wassertiefe wird bei Fr = 1 angenommen:

=2 (14 )

c) Bekannt ist bereits: t(bg) = to.

b by F t
Mit der Massenbilanz — = — % _ 22t to und Bernoulli ergibt sich
to b ¢ b Fr t

b (t0>3/2 Frg  (1+382\*? Fy,
t Fro \1+ 15 Fr

bo

Fiir die dimensionslose kritische Breite folgt:

b* 3 3/2
Z 2 F
bo <1+§FI‘%> o

1 9 3/2

o (R Ty Fro 3 i, 0

Mit L’Hopital ist lim 372 = lim 3735 14 3 Fr* Fr = o0
Fr—)ooo (1 + % Fr%) Fr Fr—>ooo (1 + % FI‘(Q))




>k >k
Daraus ergibt sich, dass das kritische Breitenverhéltnis auch das minimale ist: (Z) = (Z)

0 0/ min
Bei Unterschreiten dieses minimalen Verhéltnisses wiirde sich ein Riickstau mit groflerer Wassertiefe
stromauf bilden.! Rechts von b/by = 1 oder fiir Fr > Fry ist das Verhiltnis b/by bis zum kritischen Quer-
schnitt kleiner 1. Soll der Wasserspiegel rechts vom kritischen Querschnitt weiter abnehmen, so muss die
Breite wieder zunehmen (vergl. Quersschnittserweiterung in der Laval-Diise fiir Uberschallstromungen).
Fiir Fr < 1 fiihrt eine vergroflerte Breite zu einer Erhohung des Wasserspiegels, Fiir Fr > 1 umgekehrt.

d) Fall I und II: Bei = 0 sei ein stromender
Zustand angenommen (Fr < 1).
N b(x), [t(x)] &g

c
Fiir beide Fille gilt: 0 b:%\
- Die  Querschnittsverengung erzeugt eine ‘

Erhohung der Froude-Zahl und damit eine
Abnahme des Wasserspiegelhthe.

Im Fall I gilt iiberall Fr < 1, also stromendes Wasser.
Mit den getroffenen Annahmen wird dabei keine
Entropieéinderung eintreten.

,PG
Bei gleicher Gerinnebreite stromauf und stromab der

engsten Stelle wird die gleiche Froude-Zahl ange-

7, [ b()]

nommen, wobei auch gleiche Wassertiefe und gleiche p
Stromungsgeschwindigkeit gelten. Der Massenstrom Pw.T 11 N
im Kanal stellt sich passend ein. ‘ X

Im Fall II soll die kritische Froude-Zahl (Fr = 1) bei bj; und Wassertiefe ¢} in der Engstelle erreicht wer-
den. Im gleichen Kanal muss dann eine hoherer Massenstrom durchgesetzt werden. Die Stromung geht
fiir eine Erweiterung des Kanals nach der Engstelle in den iiberkritischen, schielenden Stromungszustand
mit Fr > 1 iiber. Die Wasserspeigelh6he nimmt dabei zunéchst ohne Riicksicht auf die vorgeschrieben
Spiegelhthe bei x = [ weiter ab. Um sich trotzdem dem vorgeschriebenen Wasserspiegel ¢ anzupassen,
wird sich in einem bestimmten passenden Querschnitt ein Wassersprung einstellen, bei dem das schie-
Bende Wasser wieder in den strémenden Zustand {ibergeht. Dies kann nur durch Zunahme der Entropie
geschehen.

e) Eine Entropiebilanz liefert in Abhéngigkeit von den Tiefen ¢ und ¢

0= (s(t) = (D)) + Sir = Siwe =10 (s(0) — s(t0))

dT
Mit der Zustandsgleichung fiir die Entropie des inkompressiblen Fluids ds = ¢, T folgt:

s(t) — s(to) = cw In (1255?))

Die Energlebllanz liefert trotz Verlusten mit

/ h(z,z)dt < E [ E
—_— ! v
he =h-+ %62 + %gt = const. s(1p) ! t(b) l ! s(1)

Mit der Zustandsgleichung dh = ¢, AT+ dp/ p,, folgt O ERECEEEEE R /L --------------- 'I

eine Aussage fiir die Temperaturédnderung des Fluids

7 1 -
w(T—TO)zi(c%—é)—l—g(to—f) mit ¢ =cp

Vergleiche Lavaldiise oder Verkehrsstau auf Autobahnen bei Fahrstreifensperrung.





