
Musterlösung Thermodynamik II F15

1. Aufgabe (16 Punkte)

A) Es gilt:
∆H = ∆H id + Hex mit ∆H id ≡ 0

∆S = ∆Sid + Sex mit ∆Sid ̸= 0

∆G = ∆Gid + Gex mit ∆Gid = ∆H id − T ∆Sid

Mit diesen Zusammenhängen folgt unmittelbar:1

Gex = Hex − T Sex

B)

a) Der Modellansatz von Porter liefert für die Freie Enthalpie einer binären Mischung:

G = (n1 + n2) gm = (n1 + n2)
(
µ∗
1X1 + µ∗

2X2 +∆gidm +A(T )X1X2

)
Mit dem Ergebnis aus A) folgt unmittelbar:

Gex = (n1 + n2) A(T )X1X2 = A(T )
n1 n2

n1 + n2

b) Die Fundamentalgleichung für die Freie Enthalpie lautet:

G = V dp− S dT +
k∑

i=1

µi dni

Der Vergleich mit dem vollständigen Differential von G = G(p, T, n1, . . . , nk) liefert:(
∂G

∂p

)
T,ni,i=1,...,k

= V ,

(
∂G

∂T

)
p,ni,i=1,...,k

= −S ,

Für die Exzessgrößen gilt daher:(
∂Gex

∂p

)
T,ni,i=1,...,k

= V ex ,

(
∂Gex

∂T

)
p,ni,i=1,...,k

= −Sex ,

Es ergibt sich für die binäre Mischung mit A = A(T ):

V ex =

(
∂

∂p

(
A(T )

n1 n2

n1 + n2

))
T,n1,n2

= 0

Sex = −
(

∂

∂T

(
A(T )

n1 n2

n1 + n2

))
T,n1,n2

= − dA

dT

n1 n2

n1 + n2

Diskussion: Der Ansatz von Porter in dieser Form erlaubt es nicht, Exzessvolumina darzustellen2; eine
Exzessentropie kann nur modelliert werden, wenn A temperaturabhängig ist.

1Das Ergebnis ist unabhängig davon, dass ∆H id ≡ 0 ist. Für ∆Sid gilt:

∆Sid =

k∑
i=1

ni R lnXi mit Xi =
ni

k∑
i=1

ni

2Um Exzessvolumina darzustellen muss eine Druckabhängigkeit des Parameters A zugelassen werden: A = A(p, T ).
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c) Es ergibt sich für die binäre Mischung mit A = A(T ) (siehe A)):

Hex = Gex + T Sex =

(
A(T )− T

dA

dT

)
n1 n2

n1 + n2

Diskussion:

- Für konstantes A ist die Exzessenthalpie durch Hex = A
n1 n2

n1 + n2
festgelegt.

- Es sind positive (A(T ) − T
dA

dT
> 0) und negative (A(T ) − T

dA

dT
< 0) Exzessenthalpien Hex

modellierbar.

- Im Spezialfall
dA

dT
≡ A

T
verschwindet die Exzessenthalpie. Die Freie Exzessenthalpie wird dann nur

durch die Exzessentropie bestimmt. Dies entspricht dem Fall, dass A linear von der Temperatur
abhängt, A = CA T mit CA = const.

- Eine Energiebilanz liefert unter isobaren Bedingungen ohne Zufuhr technischer Arbeit (zugeführter
Wärmestrom entspricht Q̇ > 0):

dE

dt
=

dU

dt
= Q̇+ Ẇ t + Ẇ V

Ẇ t=0
p=const⇒ ∆H = ∆Q = Hex

Demnach wird ein adiabates System ohne Zufuhr von technischer Arbeit beim Mischen eine Tem-
peraturabnahme erfahren, falls beim isothermen System ∆Q > 0. Das System kühlt sich beim
Mischen ab, falls

A− T
dA

dT
> 0 oder A > T

dA

dT
> 0

Bei temperaturunabhängigem Parameter A ist zu fordern A > 0.3 Bei temperaturabhängigem
Parameter A muss gelten:

dA

dT
<

A

T

d) [siehe auch Diskussion unter c)] Energiebilanz:

dE

dt
=

dU

dt
= Q̇+ Ẇ t + Ẇ V

Ẇ t=0
p,T=const⇒ ∆H = ∆Q = Hex

e) [siehe auch Diskussion unter c)] Ein adiabates System ohne Zufuhr von technischer Arbeit beim Mi-
schen eine Temperaturabnahme erfahren, falls beim isothermen System ∆Q > 0. Das System kühlt sich
beim Mischen ab, falls A > 0.

f) Die Ableitung

(
∂G

∂T

)
p,ni,i=1,...,k

= −S liefert

∆S = −R (n1 lnX1 + n2 lnX2)−
dA

dT

n1 n2

n1 + n2

g) Eine Entropiebilanz liefert (zugeführter Wärmestrom entspricht Q̇ > 0):

dS

dt
=

Q̇

T
+ Ṡirr

Int.⇒ ∆S =
∆Q

T
+ Sirr =

Hex

T
+ Sirr,

3Solche Systeme können Mischungslücken aufweisen.
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wobei

∆S = ∆Sid − dA

dT

n1 n2

n1 + n2
= −R (n1 lnX1 + n2 lnX2)−

dA

dT

n1 n2

n1 + n2

Mit der Forderung Sirr > 0 ergibt sich:

∆Sid − dA

dT

n1 n2

n1 + n2
> 0

oder
dA

dT
< − R

X1X2
(X1 lnX1 +X2 lnX2)

Nach Integration folgt

A < − RT

X1X2
(X1 lnX1 +X2 lnX2) .

Der Zweite Hauptsatz liefert also eine Obergrenze für einen physikalisch sinnvollen Parameter A. Da
−X1 lnX1 −X2 lnX2 für X1 = X2 =

1
2 maximal wird, ergibt sich als

Amax

RT
= 4 ln 2 .
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2. Aufgabe (16 Punkte)

a) Ableitung von X ′′
A = fkt1(p

∗
A, p

∗
B, X

′
A)

Es gilt das Raoultsche Gesetz für die Partialdrücke in der Dampfphase:

pA = X ′
A p∗A , pB = (1−X ′

A) p
∗
B ⇒ pA

pB
=

X ′
A p∗A

(1−X ′
A) p

∗
B

Nach Daltonsche Gesetz werden die Partialdrücke durch die Konzentration in der Dampfphase be-
stimmt:

pA = X ′′
A p , pB = (1−X ′′

A) p ⇒ pA
pB

=
X ′′

A

(1−X ′′
A)

Gleichsetzen liefert:

X ′′
A

(1−X ′′
A)

=
X ′

A p∗A
(1−X ′

A) p
∗
B

⇒ X ′′
A =

X ′
A p∗A

X ′
A p∗A + (1−X ′

A) p
∗
B

Unabhängig vom Verhältnis der Partialdrücke liefert das für X ′
A = 0 stets X ′′

A = 0 und für X ′
A = 1

stets X ′′
A = 1.

Für ein Dampfdruckverhältnis von p∗A/p
∗
B = 2 ergibt sich X ′′

A = 2/3 für X ′
A = 1/2 und X ′′

A = 1/2 für
X ′

A = 0.

b) Ableitung von p/p∗A = fkt2(p
∗
A, p

∗
B, X

′′
A)

Mit Raoult und Dalten gilt:

pA = X ′′
A p = X ′

A p∗A ⇒ p

p∗A
=

X ′
A

X ′′
A

Darin ist mit der Beziehung aus a) X ′
A durch X ′′

A zu ersetzen

X ′
A =

X ′′
A p∗B

p∗A +X ′′
A

(
p∗B − p∗A

)
ergibt sich das gesuchte Ergebnis:

p

p∗A
=

1

p∗A/p
∗
B + (1− p∗A/p

∗
B)X

′′
A

Für p∗A/p
∗
B = 1 liefert diese Beziehung unabhängig von der KonzentrationX ′′

A stets den Wert p/p∗A = 1.
Für das Dampfdruckverhältnis von p∗A/p

∗
B = 2 ergibt sich p/p∗A = 2/3 für X ′′

A = 1/2 und p/p∗A = 1/2
für X ′′

A = 0.

c) Kurven siehe Diagramme

d) Gleichung der Siedelinie
Ein ideales Gemisch siedet, wenn der Druck im System mit dem Siededruck des Gemisches überein-
stimmt.

p∗ = pA + pB = X ′
A p∗A + (1−X ′

A) p
∗
B

Dies ist eine lineare Funktion im p,XA-Diagramm, deren Verlauf durch Dampfdrücke der reinen Kom-
ponenten festgelegt ist.

e) Konstruktion der Taulinie (siehe Diagramme)

Im zweiten Diagramm ergibt sich mit p/p∗A = pz/p
∗
A = 1/2 (1 + p∗B/p

∗
A) = 3/4 ein Wert für X ′′

A und
damit aus dem ersten Diagramm ein Wert für X ′

A für den stets X ′
A < X ′′

A. Damit liegt die Taulinie
für alle Gemischzusammensetzungen unterhalb der Siedelinie.
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f) Aus den Bilanzen für die Stoffmengen

n = nA + nB und nA = n′
A + n′′

A

nach Division der Gleichungen folgt mit den Definitionen der Molenbrüche

XA =
nA

n
, X ′

A =
n′
A

n′ , X ′′
A =

n′′
A

n′′

der gesuchte Zusammenhang:
n′

n′′ =
X ′′

A −XA

XA −X ′
A

.

0                                                  1

0                                             1

1

0
0                                                           1

0

1

X’’
A

p/p
A

*

0

X
A

p
A
*

p

X’A

X’’
A

p
B
*

 = 2p/p
A

*

 = 1p/p
A

*

1/2

 = 1p/p
A

*

 = 3/4pz /pA

*

 = 2p/p
A

*

3/5

X
A

Siedelinie

Taulinie

X’A X’’
A

pz
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3. Aufgabe (24 Punkte)

a) Stoffwerte der chemischen Komponenten:

∆bh
◦
m s◦m ∆rg

◦
m

A2 0 1s◦m −1T s◦m oder −1h◦m

B2 0 2s◦m −2T s◦m oder −2h◦m

AB3 −1h◦m 3s◦m −4T s◦m oder −4h◦m

b) Bruttoreaktion ν ′A2
A2 + ν ′B2

B2 ⇀↽ ν ′′AB3
AB3

Elementenbilanz:

A : 2ν ′A2
=

1

2
ν ′′AB3

B : 2ν ′B2
=

3

2
ν ′′AB3

= 3ν ′A2

Wähle ν ′A2
= 1 ⇒ ν ′B2

= 3 , ν ′′AB3
= 2 ⇒ A2 + 3B2 ⇀↽ 2AB3

c) Enthalpie (mit νi = ν ′′i − ν ′i):

∆rh
◦
m =

n=3∑
i=1

νi∆bh
◦
m,i = νAB3∆bh

◦
m,AB3

+ νA2∆bh
◦
m,A2

+ νB2∆bh
◦
m,B2

= ν ′′AB3
∆bh

◦
m,AB3

− ν ′A2
∆bh

◦
m,A2

− ν ′B2
∆bh

◦
m,B2

Zahlenwerte: ∆rh
◦
m = 2 · (−1h◦m)− 1 · (0h◦m)− 3 · (0h◦m) = −2 · h◦m < 0 ⇒ exotherm

d) Entropie (mit νi = ν ′′i − ν ′i):

⇒ ∆rs
◦
m =

n=3∑
i=1

νis
◦
m,i = νAB3s

◦
m,AB3

+νA2s
◦
m,A2

+νB2s
◦
m,B2

= ν ′′AB3
s◦m,AB3

−ν ′A2
s◦m,A2

−ν ′B2
s◦m,B2

Zahlenwerte: ∆rs
◦
m = 2 · (3s◦m)− 1 · (1s◦m)− 3 · (2s◦m) = −1 · s◦m > 0 ⇒ exotrop

e) Freie Enthalpie gm = hm − Tsm

∆rg
◦
m =

n=3∑
i=1

νig
◦
m,i = ∆rh

◦
m − T ∆rs

◦
m

Zahlenwerte: ∆rg
◦
m = −2h◦m + T s◦m = −h◦m < 0 ⇒ exergonisch
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f) Stöchiometrische Mischung:

G◦
A2

= nA2,0 g
◦
m,A2

= −nA2,0 T s◦m = −nA2,0 h
◦
m

G◦
B2

= 3nA2,0 g
◦
m,B2

= −6nA2,0 T s◦m = −6nA2,0 h
◦
m

G◦
AB3

= 2nA2,0 g
◦
m,AB3

= −8nA2,0 T s◦m = −8nA2,0 h
◦
m

sowie wegen der Mischungsentropie

G◦
A2,B2

= G◦
A2

+G◦
B2

+RT
(
nA2,0 lnXA2,0 + 3nA2,0 ln(3XA2,0)

)
mit XA2,0 =

1

4
= −7nA2,0 h

◦
m +RT

(
nA2,0 lnXA2,0 + 3nA2,0 ln(3XA2,0)

)
g) siehe Abb.

h) Bei stöchiometrischem Umsatz ergibt sich:

∆rG
◦ = na2,0∆rg

◦
m = −na2,0 h

◦
m

i) Gleichgewichtskonstante

Kp=exp

(
−

n=3∑
i=1

νi g
◦∗
m,i

RT

)
= exp

(
−∆rg

◦
m

RT

)
mit ∆rg

◦
m = −h◦m = −T s◦m folgt Kp = exp

(
s◦m
R

)
j) Mit der Gleichgewichtskonstanten gilt ferner:

Kp =

(
p

p◦

) k∑
i=1

νi k∏
i=1

Xνi
i

hier
=

(
p

p◦

)−2 X2
AB3

XA2 X
3
B2

Gleichgewichtszusammensetzung:

Wir setzen
dnA2

νA2

=
dnB2

νB2

=
dnAB3

νAB3

!
= dξ

und integrieren:

dnA2 = νA2 dξ
Int.⇒ nA2 = nA2,0 − ξ

dnB2 = νB2 dξ
Int.⇒ nB2 = 3 (nA2,0 − ξ)

dnAB3 = νAB3 dξ
Int.⇒ nAB3 = 2 ξ

Der Wertebereich von ξ ist damit: 0 ≤ ξ ≤ nA2,0

XA2 =
nA2,0 − ξ

4 (nA2,0 − ξ) + 2 ξ
, XB2 = 3XA2 , XAB3 =

2 ξ

4 (nA2,0 − ξ) + 2 ξ

⇒ Kp =
(2 ξ◦eq)

2
(
4
(
nA2,0 − ξ◦eq

)
+ 2 ξ◦eq

)2
(
nA2,0 − ξ◦eq

)1 (
3 (nA2,0 − ξ◦eq)

)3

X
AB

3

T, po

10
0

G
A

2
+3B

2

ξX
AB

3
,eqG

A
2

o

G
B

2

o

G
AB

3

o

o

n
A

2
,0 

∆rgm
 o

n
A

2
,0 

hm
 o

Go

G
A

2
+ G

B
2

o o

k) Der Wert von Kp ist druckunabhängig. Mit steigendem Druck vergrößert sich der Wert von

Kp

(
p

p◦

)2

. Daher führt eine Druckerhöhung zu einer höheren Konzentration an Produkten AB3.
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4. Aufgabe (22 Punkte)

a) Da es sich nach Aufgabenstellung um eine Düse handelt, gilt c2 > c1 und p2 < p1.

< 0 = 0 > 0

c2/c1 − 1 X

p2/p1 − 1 X

Ma1 − 1 X

wt
12 X

b) 1. Hauptsatz

de

dt
= 0 = ht1 − ht2 +��*0

q12 +�
��>

0
wt
12 = h1 − h2 +

1

2
c21 −

1

2
c22

iG⇒ cp (T2 − T1) = −1

2
(c22 − c21) , cp =

κ

κ− 1
R

c2 =

√
c21 − 2

κ

κ− 1
RT1(

T2

T1
− 1)

Da c2 > c1 folgt, dass T2/T1 < 1 sein muss!

c)

< 0 > 0 und < 1 > 1
(zwischen 0 und 1)

T2/T1 X

s2/s1 X

Begründung: Die adiabate, polytrope Zu-
standsänderung bedingt Reibungsvorgänge. Dbei
muss die Entropie notwendigerweise zunehmen.

d) siehe Abbildung

e) pvn = const ⇒
(
p2
p1

)
=

(
T2

T1

) n
n−1

ln

(
p2
p1

)
=

n

n− 1
ln

(
T2

T1

)
⇒ n =

(
1− ln(T2/T1)

ln(p2/p1)

)−1

c1 / 2
2

s

1

2

h

ht

p1

ht 1= ht 2

c2 / 2
2

p2

s1              s2

h1

h2

f) s2 − s1 = cp ln (T2/T1)−R ln (p2/p1)

Damit die Entropie zunimmt muss notwendigerweise −R ln (p2/p1) > cp ln (T2/T1) sein.
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g) Exergiebilanz: 0 = e1 − e2 +
1

2
(c21 − c22)− eV , e1 − e2 = h1 − h2 − Tu(s1 − s2)

⇒ eV = h2 − h1 − Tu(s2 − s1) +
1

2
(c22 − c21)

Alternativ: eV = TuSirr > 0 mit Sirr = ∆S

h) Für einen stationären, adiabaten und reibungsfreien Prozess gilt:

2∫
1

vdp = h2 − h1
iG
=

κ

κ− 1
R (T2 − T1)

Gleichzeitig gilt die Isentropenbeziehung pvκ = const.

Damit spart man sich die Integration von

2∫
1

vdp für pvn = const. Es gilt nämlich dann entsprechend für

den polytropen Prozess

2∫
1

vdp =
n

n− 1
R (T2 − T1) =

n

n− 1

κ− 1

κ
(h2 − h1)

Hier gilt ferner

wt
12 =

2∫
1

vdp+
1

2

(
c22 − c21

)
+ wR

12 = 0,

so dass

wR
12 = −

2∫
1

vdp− 1

2

(
c22 − c21

)
Dann gilt aber auch

wR
12 = − n

n− 1

κ− 1

κ
(h2 − h1)−

1

2

(
c22 − c21

)
=

(
− n

n− 1

κ− 1

κ
+ 1

)
(h2 − h1) =

2∫
1

T ds

Man kann hier schon Folgendes ablesen:(
∂h

∂s

)
pvn

=
T

1− n

n− 1

κ− 1

κ

2



Alternativ:

wt
12rev =

2∫
1

vdp+
1

2
(c22 − c21) (gegeben)

2∫
1

vdp =
n

n− 1
R (T2 − T1) =

n

n− 1

κ− 1

κ
(h2 − h1) ,

1

2
(c22 − c21) = − (h2 − h1)

wt
12rev = (h2 − h1)

(
n

n− 1

κ− 1

κ
− 1

)
= R(T2 − T1)

(
n

n− 1
− κ

κ− 1

)

wt
12 = 0 : wt

12,rev + wR
12 = 0 ⇒ wR

12 = (h2 − h1)

(
1− n

n− 1

κ− 1

κ

)

wR
12 > 0

h2<h1⇒ 1− n

n− 1

κ− 1

κ
< 0 ⇔

(
∂h

∂s

)
pvn

< 0 (s.u.)

g) Es gilt allgemein:

ds =
δq

T
+

δwR

T

Für die adiabate, polytrope Zustandsänderung gilt hier:

ds = ���
0

δq

T
+

δwR

T
=

δwR

T
=

dh

T

(
1− n

n− 1

κ− 1

κ

)
Daraus folgt sofort: (

∂h

∂s

)
pvn

=
T

1− n

n− 1

κ− 1

κ

Alternativ:
T = dh− vdp = du+ pdv

pvn = const ⇒ dp

p
+ n

dv

v
= 0 ⇒ pdv = − 1

n
vdp

dh− vdp = du− 1

n
vdp

vdp

(
1

n
− 1

)
= du− dh = dh

(
cv
cp

− 1

)

pvn=const⇒ Tds = dh

(
1−

1
κ − 1
1
n − 1

)
(
∂h

∂s

)
pvn

=
T

1− n

n− 1

κ− 1

κ
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