1.3 Kinetik des Massenpunktes - die Lagrangeschen Gleichungen

Wir wollen jetzt der bereits weiter oben im Unterabschnitt 1.2.6.2.6 auf S. 59 im Zusammen-
hang mit Zwangskriften gemachten Bemerkung widmen und eine alternative Darstellung der
Mechanik prisentieren, die die Einschrinkung auf Bahnkurven direkt mit einbezieht und deshalb
zunéchst eine Losung der Bewegungsgleichungen erlaubt, ohne die oft schwierig zu ermittelnden
Zwangskréfte berechnen zu miissen.

Wir wollen das Problem auch gleich fiir ein System mit n Massenpunkten formulieren.?®) Um
die Position aller n Massenpunkte im dreidimensionalen Raum zu beschreiben, werden genau
3n Koordinaten gebraucht. Die freie Bewegung aller Massenpunkte vollzieht sich also auf ei-
ner Bahnkurve im R3".39 Eine auf bestimmte Bahnkurven durch k& Zwangsbedingungen ein-
geschrinkte Bewegung wird demnach auf einer eingeschrinkten Untermannigfaltigkeit des R3"
niémlich dem R3"~*_-Untermannigfaltigkeit mit f = 3n — k Freiheitsgraden ablaufen. Wir wollen
einen Ortsvektor 7 fiir das komplette System von n Massenpunkten definieren, der zu jedem
Zeitpunkt ¢ aus den jeweiligen Ortsvektoren 7;(t) der einzelnen Massenpunkte mit i = 1,...,n
in folgender Form

(1.3.1) 7(t) =

zusammen gesetzt ist. Die Zwangsbedingungen, die die Massenpunkte dann auf eine f-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit einschrinkten, kénnen durch eine Anzahl von k& = 3n — f Bedingun-
gen ausgedriickt werden.

Beispiel

Ein einzelner Massenpunkt n = 1, der sich im R3 frei bewegen kann, besitzt 3n = 3 Freiheits-
grade. Denn es sind drei Koordinaten - bei Verwendung eines kartesischen Koordinatensystems
des Tripels x, y und z - anzugeben, um seine momentane Position anzugeben. Soll die Bewegung
des Massenpunktes auf eine Fliche im R? eingeschriinkt werden -die zeitabhingig sein darf-, so
kann diese Fliache durch die Angabe einer einzigen Bedingung k& = 1 némlich

(B131) Z:g(l‘,y) oder Z_g(xayut) :fl(F’t) =0

eindeutig beschrieben werden. Es reicht also die Angabe der Werte x und y um die dritte
Koordinate z = g(z,y) festzulegen. Der Massenpunkt besitzt demnach eine Gesamtzahl von
f = 3n — k = 2 Freiheitsgraden.

Verallgemeinert man das vorstehende Beispiel auf n Massenpunkte, die statt im R3" auf den R/
eingeschrankt werden, so sind dazu

(1.3.2) fi(F) =0 mit j=1,....k=3n—f

38)Damit ist auch klar, dass die hier vorgestellten Zusammenhénge auch fiir ausgedehnte Korper, insbesondere
starre Korper gelten.

39Der Ausdruck Bahnkurve ist hier verallgemeinert gemeint und wird im R3", dem physikalischen Raum, im
Allgemeinen nicht nur eine eindimesionale Kurve sondern durchaus auch eine zweidimensionale Fléche darstellen.
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Nebenbedingungen erforderlich. Die so bestimmte Untermannigfaltigkeit der Dimension R/ im
R3" soll nun durch ein System von f generalisierten Koordinaten ¢;(t) mit s = 1,..., f parame-
trisiert werden, wobei wir zugelassen haben, dass die Zwangsbedingung und damit die darauf
angepassten Koordinaten zeitabhéngig sind. Die Koordinatenvektoren 7 der so eingeschrankten
Bewegung lassen sich dann durch

(1.3.3) (q(t),t)

eindeutig angegeben werden, wobei mit dem Vektor

(1.3.4) i=

qr(t)

dem Freiheitsgrad jedes der n Massenpunkte im Untermannigfaltigkeit Rf Rechnung getragen
wird.

Wiirden wir die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir ein Problem mit n Massenpunkten an-
setzen, hétten wir zunéchst fiir jeden der 3n Freiheitsgrade eine Gleichung zu formulieren. Aus
diesem System miissten wir sodann k = 3n— f Koordinaten explizit elimieren, um die Bewegung
endgiiltig in den f Freiheitgraden beschreiben zu kénnen.

Unser jetziges Ziel ist es dagegen, die Bewegungsgleichungen direkt in den f generalisierten
Koordinaten zu formulieren, welche die Einschrinkung auf die Untermannigfaltigkeit R3"~* mit
f = 3n — k Freiheitsgraden beriicksichtigen. Um dies zu erreichen, greifen wir das Prinzip der
Virtuellen Verriickung auf, welches wir bereits in der Statik eingefithrt haben. Die virtuelle
Verriickung eines Massenpunktes ¢ sei 07;, der Vektor aller moglichen virtuellen Verriickungen
des Systems von Massenpunkten durch

0T

57
(1.3.5) 5

=y
I

0Ty,

bezeichnet. Der Begriff der Virtuellen Verriickung beinhaltet die Einschréankung, dass nur Verrii-
ckungen erlaubt sind, die mit den Zwangsbedingungen vertréglich sind. Mit anderen Worten
sollen alle é7; mit ¢ = 1,...,n mit der Bewegung innerhalb des durch die Untermannigfaltigkeit
im R3" aufgespannten R3"~*_-Unterraums vertriglich sein. Dies bedeutet, dass sie stets im Tan-
gentialraum zu unserem R?>*~*-Unterraum liegen.

Ausgehend von der Newtonschen Bewegungsgleichung mit den Zwangskriften, kénnen wir das
Gleichungssystem

miT; = Fi+Fz;

(1.3.6) n
> Fyi-ém = 0
=1

formulieren. In der ersten Gleichung bedeuten F; die resultierende Kraft (ohne Zwangskriifte)
und Fz; die resultierende Zwangskraft auf den i-ten Massenpunkt. In der zweiten Gleichung
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wird die Tatsache zum Ausdruck gebracht, dass die Zwangskréifte notwendig senkrecht auf der
die Bewegung begrenzenden Untermannigfaltigkeit stehen.

Im n#chsten Schritt multiplizieren wir die Newtonsche Gleichung mit der virtuellen Verriickung
or;. Dies liefert

(1.3.7) 3 (m,- 7 — ﬁ) 67 =0

=1

Fiir ein System im Gleichgewicht, 7 =0 fiir i = 1,...,n, sagt diese Beziehung aus, dass die re-
sultierende Kraft auf jeden der Massenpunkte genau senkrecht zur Untermannigfaltigkeit steht.
Dies ist einleuchtend, da im anderen Fall, die Teilchen durch die tangentialen Komponenten der
Krifte in Bewegung kommen wiirden. Mit Gleichung (1.3.6) wird diese Aussage auf den all-
gemeinen Fall eines beschleunigten Systems verallgemeinert. Die Summe aus externen Kréften
und den Scheinkraften —m; ?z addieren sich stets zu einem Vektor, der senkrecht auf die Unter-
mannigfaltigkeit der zugelassenen Bewegungen steht, wenn die Newtonsche Bewegungsgleichung
giiltig sein soll.

Wir haben mit Gl. (1.3.10) eine Basis gefunden, eine alternative Formulierung der Bewegungs-
gleichungen, namlich die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, zu finden. Die Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen wollen wir in den néichsten Abschnitten auf zwei verschiedene Weisen
herleiten.

1.3.1 Herleitung der Lagrangeschen Gleichungen mit dem Prinzip von d’Alembert

Wir wollen als erstes die generalisierten Koordinaten 7 = 7(q, ¢) nach Gl. (1.3.4) wieder aufgreifen
und diese in der Newtonschen Gleichung (1.3.7) verwenden. Die Forderung, dass die virtuellen
Verriickungen im Tangentialraum an unseren R3"~*_Unterraum liegen, bedeutet, dass sie eine
Linearkombination der partiellen Ableitungen nach den generalisierten Koordinaten sind, so
dass

f oF

(1.3.8) Z

k=

mit passend withlbaren Konstanten ¢ mit k = 1,..., f gilt.%9)

40)Diese Beziehung kann man sich so verdeutlichen: Das vollstéindige Differential der Funktion 7(q;,t) lautet

allgemein
DI

Soll nun zu jedem Zeitpunkt, also fiir d¢ = 0, das vollstandlge Differential d7; mit der virtuellen Verriickung §7;
iibereinstimmen, miissen die dgr bestimmte Werte annehmen, so dass die neuen Orte 7; + dr; = 7; + d7; auf der
fiir jeden Zeitpunkt durch 7;(g;,t) festgelegten Fliche verbleiben. Die zu dieser Forderung passenden dgx = dgx
sind dann mit den Konstanten ¢, gemeint.
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n n
In GI. (1.3.7) tauchen die Ausdriicke Z m; ;67 und Z F.-67, auf, die wir mit den Beziehungen
i=1 i=1

f
(139) iml?l Y Z m; ZTZ 87”1
=1 =1

n oF /

/
13100 Y A-en = SF. 20” =S F 2 23 Qe
i =1

0
k k=1 i—1 k=1

umformen wollen. Wir elimieren die zweite Ableitung 7; mittels der aus der Produktregel fol-
genden Identitat

R WA A
1.3.11 poor_d G on g O
( ) Oqx, dt( a%) aqy.

Auflerdem konnen wir mit der Kettenregel fiir die erste Ableitung 7

drl Z or; . 87"1

(1.3.12) : B i +

schreiben und erhalten, wenn wir diese Beziehung nach ¢;, ableiten auch noch den Zusammenhang

o _ o
9¢;  Oqr
Mit den Beziehungen (1.3.11) und (1.3.12) lisst sich die Umformung

L " d (. oF . O
iTi - 0T = i | =\ 5— | =T 5—
Somicon = S (5 (o) o)

d o 0\ <=my - d o )
— - = epp = = _ )T
(dt s 8qk> Z g "N (dt ik 8%)

=1

(1.3.13)

nachrechnen, in der die kinetische Energie
(1.3.14) T=) ST
des Systems aus allen Massenpunkten auftaucht.

Insgesamt erhalten wir mit der generalisierten Arbeit (1.3.10) aus der Gl (1.3.7)
f

d 0 0
> (@~ (o~ o) T) =0

als Zwischenergebnis. Da nun die Werte der Zahlen c; von Null verschieden und unabhéngig
vom Klammerausdruck gewahlt werden kdnnen, wird vorstehendes Zwischenergebnis nur dann
erfiillbar, wenn in jedem Summanden

a9 a .
(1.3.15) Qk-(&@_@)T_O mit k=1,...f

gilt.
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Im Prinzip sind wir damit am Ziel. In dieser Formulierung tauchen zunéchst keine Zwangskriéfte
mehr auf. Ein weiterer Vorteil ist, dass jede dieser k Gleichungen keine vektoriellen Gréflen mehr

n

enthélt, sondern lediglich die Skalare () und die kinetische Gesamtenergie T' = Z % 1'“? . Den
i=1

Preis den wir dafiir zu zahlen haben, begleichen wir den generalisierten Koordinaten.

Wir wollen vor einer weiteren Diskussion den wichtigen Spezialfall betrachten, dass alle resul-
tierenden dufleren Krifte F; ein Potential V' besitzen und deshalb durch

(1.3.16) Fy = —grad 7, V(7(q,1),7(q, 1), t)
ausgedriickt werden kénnen. Dann werden sich auch die Qi als Ableitungen des Potentials V'
préisentieren:

n

Oy OF _ OV(3.4, 1)
1.3.17 N F. - rad 7,V - _9Vig,q, 1)
( ) Qk ; 90 ;g 0 Do

Mit der Lagrange-Funktion £ =T+ W bzw. L =T —V koénnen wir Gl. (1.3.15) nun schreiben

d 0 0 -
1.3.1 —— = — 7, q, t) = it k=1,...

Dies sind die Lagrangeschen Bewegungsgeichungen zweiter Art.4!)

Ubung

Zeigen Sie, dass die Beziehung (1.3.15) fiir den Fall der uneingeschrinkten Bewegung im R3"
wieder auf die Newtonschen Bewegungsgleichungen (1.3.6) fiihrt.

1.3.2 Herleitung der Lagrangeschen Gleichungen aus dem Hamiltonschen Prinzip

Jetzt soll noch ein weiteres Vorgehen vorgestellt werden, die Lagrangeschen Gleichungen her-
zuleiten. Ausgangspunkt sind wieder die Newtonschen Bewegungsgleichungen mit Zwangsbe-
dingungen (1.3.6), die Bercksichtigung von Zwangsbedingungen mit dem Prinzin der Virtuellen
Verriickung, was auf Gl. (1.3.7) fiihrt.

Anders als bei der vorstehenden Herleitung betrachten wir \
nun das Zeitintegral der Gl. (1.3.7) und eine Variation der /
Bahnkurve mittels virtueller Verriickungen, was auf ein
Variationsprinzip, ndmlich das Hamiltonsche Prinzip fiihrt,
wonach das Zeitintegral einen Extremwert annimmt. Y

Die in Abb. 1.3.1 dargestellte blaue Kurve 7(t) sei die Abb. 1.3.1: Wahre Bal}n (in
Bahnkurve aller n Massenpunkte im R3”, die der gesuch- blau dargestellt) und virtuel-

ten Losung der Bewegungsgleichung entspricht. le Verriickung

“DEine typische geschwindigkeitsabhiingige Kraft ist zum Beispiel die Lorentzkraft, die auch ein Potential be-
sitzt. Auflerdem sind Reibungskrifte im Allgemeinen geschwindigkeitsabhéngig. Bei Reibungskréfte ist aber zu
beachten, dass diese keine Potntial besitzen.
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Dies ist also die wahre Bahn, die die Massenpunkte zwischen den Punkten 7, = #(¢,) und
7e = 7(te) durchlaufen.

Wir betrachten nun eine virtuelle Bahn 7 (¢) aller Massenpunkte, die sich von der wahren Bahn
durch eine virtuelle Verriickung § 7(¢) mit

(1.3.19) or(t) = () — 7(t)

ergibt, wobei Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen sollen,*2)

(1.3.20) To = Ty(te) und 7o = 7y(te)
oder auch
(1.3.21) 07 (ty) = 07(te) = 0.

Auch soll wieder fiir zuléssige virtuelle Verriickung gelten, dass die §7(¢) mit den Zwangsbedin-
gungen vertréglich sind, weshalb die zweite Gleichung des Systems (1.3.6)

Fy - 67(t)=0

wieder stets automatisch erfiillt ist. Fiir die virtuelle Anderung der Geschwindigkeit aller Mas-
senpunkte folgt

or(t) = Tu(t) — (1)

v (t + At) — 7 (t) 7(t + At) — 7(t)

(1.3.22) B Aliglo At a Aliglo At
— lm or(t + At) — o7(t)
At—0 At
also
(1.3.23) 5F(t) = %5?@).

Wie bei der vorigen Herleitung der Lagrangeschen Gleichung multiplizieren unsere Bewegungs-
gleichung (1.3.6) wieder mit der virtuellen Verriickung und erhalten die Beziehung (1.3.7)

n n
i=1 =1

Nun aber integrieren wir diese Gleichung zeitlich fiir das Zeitintervall, in dem wir die Losung
der Bewegungsgleichung finden wollen, also zwischen dem Anfangszeitpunkt ¢, und dem End-
zeitpunkt t.:

te ., te o,
(1.3.24) /Zmz 7 67 dt = /Zﬁi-éﬁ- dt
ta =1 ta =1

Wir wollen uns noch davon iiberzeugen, dass die integrale Aussage (1.3.24) duqgivalent zur diffe-
rentiellen Beziehung (1.3.7)und zur Bewegungsgleichung (1.3.6) ist, was nicht zwingend ist, da
bei einem Integrationsprozess ganz allgemein Information Information verloren geht. Gl. (1.3.24)
gilt jedoch fiir jede Verriickung, die mit den Zwangsbedingungen kompatibel ist. Wir kénnen
deshalb 67; so wihlen, dass es nur in einem kleinen Zeitintervall um die Zeit ¢ von Null ver-
schieden ist. Damit folgt aus der Gleichheit der Integrale auch die Gleichheit der Integranden
zu jeder Zeit t, <t < t.. Und weiter, da Gl. (1.3.7) aus Gl. (1.3.6) hervorgeht, ist die Aussage

42)Die virtuelle Bahn ist damit keine Losung der Bewegungsgleichungen.
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(1.3.24) dquivalent zur Bewegungsgleichung.

Mittels partieller Integration wird die linke Seite von Gl. (1.3.24) umgeformt in

te te

(1.3.25) /me or; dt = Z (mi?i(te).éﬁ(te)—mﬁl( a) - 07( a) /Zmln or; dt
=1 =1

=1

ta ta

und es folgt weiter aus der Voraussetzung, dass die virtuellen Verriickungen von Anfangs- und
Endpunkt der Bahn laut den Randbedingungen (1.3.21) Null sein sollen,

te n te n
(1.3.26) /Zm? o7 dt = —/Zm? L S7 dt .
te = ta =1
Wir erhalten also
te te
(1.3.27) /me (5rzdt_/zﬁi‘5ﬁdt.
i=1 =1

m; -
Das Integral der linken Seite kann mit der kinetischen Energie T; = ?Z Ff des i-ten Massen-

punktes wegen
= -\2 1 -5 KR
(1.3.28) 0T = ZéT Z m; (ri + 573) — 5 Ml =Mt or;.

durch die Anderung der kinetischen Energie aller Massenpunkte

te o

(1.3.29) /me 67 dt = /(STdt

ta

ausgedriickt werden. Das Integral der rechten Seite stellt die bei der virtuellen Verriickung
geleistete Arbeit

(1.3.30) D oW =Y Fi-or
i=1 i=1
der dufleren Kréfte auf die Massenpunkte dar. Wir erhalten also insgesamt
te
(1.3.31) /5(T+W) dt =0
ta

Da die Zeitpunkte t, und ¢, festgehalten worden sind, kann man die Variation auch vor das
Integral ziehen, so dass

(1.3.32) 5/ (T +W) dt =

ta

wird. Das Integral in Gl. (1.3.35) ist ein Funktional der Bahnkurve und wird in der Physik als
Wirkung S oder Wirkungsintegral bezeichnet:

(1.3.33) S = /(T+ W) dt

la
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Fiir die wahre Bahn gilt also, dass fiir die Wirkung die Bedingung 1.3.32 erfiillt sein muss. Fiir
die wahre Bahn stellt sich also fiir das Wirkungsintegral S ein Extremwert ein. Man sagt, das
Wirkungsintegral S ist fiir die wahre Bahn stationéir, was heiflen soll, dass sich fiir die wahre
Bahn der Wert des Wirkungsintegral gegeniiber einer virtuellen Verriickung nicht &ndern soll.
Das ist das Hamiltonsche Prinzip der Mechanik.

Unsere Ableitung hat gezeigt, dass die Aussage (1.3.32) dquivalent zur Aussage der Newtonschen
Bewegungsgleichung ist. Eine besondere Darstellung der Wirkung erhélt man wieder, wenn alle
Krifte ein Potential besitzen. Dann gilt wieder Gl. (1.3.16)

Fy = —grad 5, V(7(3,1),7(q ), 1)
und
F; = —gradV;, F;-o6r; =—gradV;-or; = =40V,

und dW; wird mit §V; identisch, so dass wir nach Summation iiber alle Massenpunkte

te
(1.3.34) 5= / (T — V) dt
ta
und
(1.3.35) 6/ (T—-V)dt=0
erhalten.

Wir miissen nun noch aus dem Hamiltonschen Prinzip eine Bewegungsgleichung ableiten. Dazu
betrachten wir die Lagrange-Funktion

(1.3.36) L=L(F,G,t)=T+W bzw. L(7,G,t)=T-V
und berechnen die Variation (1.3.32) bzw. (1.3.35)
/
oL oL
1.3.37 5/5“ t)dt = /(6 +,5’)dt,
(1.3.37) q,q ; Fqr 00+ o 0dn

wobei die Zeit nicht variiert werden soll. Mit partieller Integration erhalten wir fiir den zweiten

Summanden im rechten Integral
te
d oL
— dqp dt .
/(m@J o
¢

a

[ oL oL
1.3. i i
(1.3.38) 30 S dt = = 3

0qx
t

a a

Da der erste Summand wegen dqy(t,) = dqx(te) = 0 verschwindet, ergibt sich insgesamt

(1.3.39) 5/£dt_z/<8qk ig{i) Sqdt = 0.

Damit nach dem Hamiltonschen Prinzip dieser Ausdruck fiir jede mogliche Variation der wahren
Bahn verschwindet, muss der Integrand verschwinden:

oL _d oL _
Jdqi,  dt Oqy -
Dies sind wieder die Lagrangeschen Bewegungsgeichungen zweiter Art.

(1.3.40) k=1,...,f
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1.3.3 Abschlielende Bemerkungen zur Lagrangeschen Mechanik

Gegeniiber der Newtonschen Bewegungsgleichung hat diese Formulierung der Mechanik folgende
Vorteile:

Sowohl der Wert der kinetischen Energie T; als auch der Arbeit W; oder der potentiellen
Energie V; sind nicht von den Koordinaten, in denen die Bewegung beschrieben wird,
abhéngig.

das Wirkungsintegral (1.3.33) bzw. (1.3.34) ist unabhéngig von der Wahl der Koordinaten.

Das Hamiltonsche Prinzip (1.3.32) bzw. (1.3.35) ist unabhéngig von den verwendeten Ko-
ordinaten.

Die Aussagen (1.3.32) bzw. (1.3.35) sind nicht auf Inertialsysteme beschrénkt, da das Ha-
miltonsche Prinzip auch auf zeitabéngige Koordinatentransformationen giiltig ist. Ledig-
lich die Formulierung von kinetischer Energie und Arbeit bzw. potentieller Energie miissen
primér auf ein Inertialsystem bezogen sein.

Die Transformation der Newtonschen Bewegungsgleichungen auf allgemeine Koordinaten
liefert komplizierte Ausdriicke, da in den Bewegungsgleichungen zweite Ableitungen vor-
kommen. In der vorliegenden Formulierung sind jedoch in der kinetischen Energie und in
den Kréaften nur erste Ableitungen nach der Zeit zu beriicksichtigen.

Wenn die Freiheitsgrade des Problems durch Bahnfithrungen eingeschrénkt sind, miissen
wegen der Benutzung der generalisierten Koordinaten nicht berechnet werden, um die
Bahnkurve der Massenpunkte zu ermitteln.

Die Vorgehensweise bei Verwendung der Gl. (1.3.18) zur Losung eines Problems der Dymanik
von n Massenpunkten, die &ufleren Kriften mit Potentialfunktion und einer Enschrinkung auf
3n — k = f Freiheitsgraden unterliegen, gestaltet sich damit wie folgt:

Zuerst werden kinetische Energie T' und Potential V' als Funktion der generalisierten Ko-
ordinaten ¢, ¢,t ausgedriickt.

Damit wird als néchster Schritt die Lagrange-Funktion
(1.3.41) L=T(3,q1t) V(T qt)

gebildet, die typischerweise eine Funktion der generalisierten Orts- und Geschwindigkeits-
koordinaten sowie der Zeit ist.

Anschlielend werden die Bewegungsgleichungen (1.3.40) ausgewertet.

Im letzten Schritt werden die sich daraus ergebenden Bezichungen integriert.
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Beispiel: Frei beweglicher Massenpunkt auf rotierender, kreisformiger Schleife

Auf einer im Schwerefeld der Erde mit der Winkelgeschwindig-
keit & rotierenden, kreisformigen Schleife vom Radius r gleitet
ein Massenpunkt der Masse m frei beweglich.

Geg.: m, r,&, §, Richtungssinn der Vektoren nach Abb. 1.3.2

Ges.:
a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen des Problems auf!

b) Welche Erhaltungsgroéfie ergibt sich?

c) Welche Gleichgewichtslagen stellen sich fiir konstante
Winkelgeschwindigkeit & ein? Abb. 1.3.2:
Massenpunkt auf rotieren-

d) Bestimmen ie die Stabilitit der Gleichgewichtslagen! der Kresschleife

Lisung
a) Die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems soll, wie in der Abb. 1.3.2 gezeigt, mit der

Rotationsachse der Schleife zusammenfallen. Die dem Problem angepassten Koordinaten, die die,
durch die Schleife bestimmten Zwangsbedingungen, beriicksichtigen, sind Polarkoordinaten:

x = rsind cosyp
(B1.3.2) y = rsindsing
z = rcosv

1
Um die Lagrange-Funktion £ = T—V aufzustellen, miissen wir kinetische T'= —m (:132 + 9%+ 732)

und potentielle Energie V= m g z in diesen Polarkoordinaten formulieren. Mit

i = rcostcospd —rsind sinp
(B1.3.3) g = rcostsinpd+7rsind cosp

5 = —rsindd
erhalten wir
(B1.3.4) T:%mr2 (192+sin219gb2> , V=mgr cos?d

Fiir die Lagrange-Funktion ergibt sich damit

m

(B1.3.5) ﬁ:aa&%@zz

r? (192 +sin2195b2> —mgr cosd.
Die generalisierten Koordinaten in der Lagrangeschen Bewegungsgleichung (1.3.40) sind also
q1 = ¢, g2 = ¥ und deren zeitliche Ableitungen ¢; = ¢, ¢o = V. Mit

oL d <8£

B1.3. - — — | —
(B1.3.6) ge ~ dt \ g

)zO,k:L2
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folgen also die beiden Differentialgleichungen

d
@ =¢: E(sin%&‘g’;) =0
(B1.3.7)
g2 =1 sinﬁcosﬁgb2+gsin19—1§ = 0.
r

fiir das vorliegende Problem.

b) Die erste Bewegungsgleichung zeigt, dass die Gréfe sin? 9 ¢ eine Erhaltungsgrofe in diesem
Problem ist. Dies entpuppt sich letztlich als die z-Komponente des Drehimpulses

(B1.3.8) L, =mr?sin® 0y =mrug, sind mit vy, =7 singd @ = /a2 + 92,

wie man aus der Darstellung des Drehimpulse in kartesischen Koordinaten

L, = m (yz—zy)
(B1.3.9) L, = m(zit—-z2)
L, = m (ﬂcy—yx)

auch leicht nachrechnet.

c) Die Gleichgewichtslagen ergeben sich aus der zweiten Differentialgleichung und der Forderung,
dass ¥ = 0 sein soll. Wir erhalten:

B1.3.10 ¥ =0, 27 und falls r$? > g: 9 = arccos —i,
2
Ty

Zur Bestimmung der Stabilitdt der Gleichgewichtslagen kénnen die Vorzeichen der Ableitung

v _ 2 ) .2, 9
(B1.3.11) 90 = (cos® ¥ —sin®¥) ¢° + - cos ¥

herangezogen werden. Einsetzen der Gleichgewichtslagen liefert:

,
<1+g,2>¢2 fiir 9 = 0

T’
o g .9 ..
1.3. — = S
(B1.3.12) 59 (1 . ,2> ¢ fir v =

Q

2
<i> -1 gb2 fiir cos¥ = —L, falls gbg > =
T H2 r H2 r

Es ergibt sich folgende Tabelle:
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Ubungen

v

U 2 2 Gleichgewicht

0 bel. >0 labil
r¢?<g| <0 stabil

Q0 2

ro°=g| =0 indifferent

r¢t>g| >0 labil

arccos (—92> r¢?>g| <0 stabil
ry

1. Zeigen Sie, dass in der Formulierung fiir einen Massenpunkt

oL _dtoc _

2 g, k=1,...,3
Oq,  d Oqy

die Newtonsche Bewegungsgleichung enthalten ist!

2. Die Bewegung des Massenpunktes m der Abb. 1.3.3 wird im Schwe-
refeld g der Erde durch den masselosen Faden konstanter Lénge [ auf
eine Kugeloberfliche mit dem Aufhidngepunkt als Mittelpunkt einge- ig
schrankt. 0 !

2)

Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen in sphérischen Polar-
koordinaten mit der Richtung der Schwerkraft als Polarachse und

zeigen Sie damit, dass sich die Erhaltungsgrofie m
L. =ml*¢ sind Abb. 1.3.3: Fa-
denpendel

ableiten lasst!

Zur Losung der Bewegungsgleichungen fiir kleine || < 1 soll die Langrange-Funktion
bis zu quadratischen Gliedern in 9 entwickelt und neuen Koordinaten

E=1dcosp, n=I10Ysiny

eingefiihrt werden. Wie lauten die Bewegungsgleichungen und ihre Losungen in den
¢, n-Koordinaten?

Zeigen Sie, dass in den neuen Koordinaten

L. =m (&~ én)

ist!
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2 Dynamik des starren Korpers

2.1 Kinematik des starren Korpers

Wir wollen in den néchsten beiden Kapiteln Kérper nicht mehr nur als Massenpunkte ansehen,
sondern die tatsichlich vorhandene Ausdehnung beriicksichtigen. Wir werden sehen, teilweise
haben wir dies schon bei Systemen von Massenpunkten diskutiert, dass die Ausdehnung nicht
in jedem Fall die Dynamik der Bewegung beeinflusst, oft reicht es die Masse im Schwerpunkt zu
konzentrieren. Immer aber, wenn die Rotationsbewegungen von Kérpern eine Rolle spielt oder
zu beschreiben ist, reicht die Betrachtung eines Punktes jedoch nicht mehr aus.

Wenn damit wesentliche Vereinfachungen verbunden sind, werden wir die Korper als starr an-
sehen. Dies ist zum Beispiel in der Kinematik ausgedehnter Kérper der Fall, die wir im direkt
anschliefenden Kapitel 2.1.1 besprechen werden. Im Kapitel 2.2 werden wir dann die Kinetik
ausgedehnter Korper betrachten.

2.1.1 Geschwindigkeit und Beschleunigung von Punkten eines starren Koérpers

Die Abbildung zeigt die Lage eines dreidimensionalen
starren Koérpers im Raum zur Zeit ¢ und zu einem
differentiell spateren Zeitpunkt ¢ + d¢. Die rdumliche .
Bewegung des starren Korpers lédsst sich fiir ein z
solches differentielles Zeitintervall eindeutig durch
die Uberlagerung einer differentiellen Translation
und einer beschreiben. Eine
solche Betrachtung hatten wir in der Statik bei
der Einfiihrung der Arbeit von Kriften und zur
Diskussion der Methode der Virtuellen Arbeit bereits
durchgefiihrt. x / Y — differentielle Translation
— differentielle Rotation

)z

A

Bei einer reinen Translation verschieben sich alle
materiellen Punkte des Korpers, da er starr sein soll,
um die gleiche Strecke in die gleiche Richtung.

Als Referenzpunkt kann ein beliebiger Punkt, nennen wir ihn A, des Korpers gewéhlt werden,
der dann automatische ausschliefllich eine reine Translation ausfiihrt, mit

(2.1.1)

Die Translation ist in der Abbildung blau dargestellt. Alle anderen Punkte des Korpers, bei-
spielhaft am Punkt B gezeigt, miissen die Translation von A mit ausfiihren:

(2.1.2)

113



Wenn der Korper aber gleichzeitig beziiglich einer momentanen Achse rotiert, muss der Punkt
B eine zusétzlich Verschiebung durch diese Rotation erfahren. Die Rotation ist in Abb. 7?7 griin
dargestellt. Bei starren Korpern ist der mit der Rotation verbundene differentielle Drehwinkel
d¢g fir alle Punkte des Korpers gleich. Mit dem Ortsvektor g o eines Punktes B in Bezug auf
den Referenzpunkt A verschiebt sich der Punkt B durch die iiberlagerte Rotation um

(2.1.3)

Die differentielle Verschiebung des Punktes B ist nun insgesamt die Summe aus der differentiellen
Translation und der differentiellen Rotation

(2.1.4)

Die hier beschriebene Aufteilung einer allgemeinen Bewegung eines starren Korpers im Raum
hat Euler eingefiihrt.
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Mit der Definition der Geschwindigkeit folgt aus dieser Beziehung
sofort

(2.1.5)

oder, da der zweite Term die momentane Tangentialgeschwindig-
keit an die Kreisbahn von B um A darstellt, auch

Vektorplan
(2.1.6)

Der zweite Summand links vom Gleichheitszeichen in Gl. (2.1.5)
ist letztlich wieder die Beziehungen, die wir fiir die Geschwindig-
keit bei der Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn
in Abschnitt 1.1 auf Seite 5 mit Gl. (1.1.20) gefunden hatten.

Fiir einen starren Korper legen die Kenntnis der Geschwindigkeit
eines Punktes und die momentane Winkelgeschwindigkeit die Ge-
schwindigkeit aller anderen Punkte auf dem Korper eindeutig fest.

Die Abbildung gibt diesen Zusammenhang mit Blickrichtung aus
Richtung der Drehachse wieder.

Obwohl wir eine rdumliche Bewegung betrachten, gibt es zu jedem Zeitpunkt eine Ebene, in
der die Rotation fiir alle Kérperpunkte als einfache Kreisbewegung mit dem passenden konstan-
tem Radius beschrieben werden kann, da es sich nach Voraussetzung um einen starren Korper
handelt. Mit dem zweiten Summanden links vom Gleichheitszeichen in Gl. (2.1.5) finden wir
deshalb letztlich die Beziehung Gl. (1.1.20) wieder, die wir fiir die Geschwindigkeit bereits bei
der Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn in Abschnitt 1.1 auf Seite 5 formuliert
hatten.

Ubung

Zeigen Sie, dass die Kenntnis der Geschwindigkeit zweier Punkte A und B eines starren Korpers
ausreicht, um die Geschwindigkeit eines beliebigen anderen Punktes C des Korpers zu berechnen.
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Entsprechend einfach ist nun auch die Bestimmung der Beschleu-
nigung, da fiir die Kreisbewegung die Einzelheiten bereits bekannt
sind. Die Differentiation der Gleichung (2.1.6) nach der Zeit liefert:

(2.1.7)

Der erste Summand stellt die Beschleunigung des Referenzpunk-
tes A dar, die wieder nur eine Translation sein kann, der zweiten
Summand enthélt die die Beschleunigung der Kreisbewegung von
B um A. Diese setzt sich aus der Tangentialbeschleunigung aus
der Winkelbeschleunigung gB sowie der Normalbeschleunigung der
Kreisbewegung von B um A aus dem Abstand zum Referenzpunkt
und der Winkelgeschwindigkeit cﬁ zZusammen:

(2.1.8) Vektorplan

wobei Tangential- und Normalbeschleunigung durch

(2.1.9)

gegeben sind.

Die Beziehungen fiir die Tangential- und Normalbeschleunigung
sind wieder identisch mit denjenigen, die wir bei der Bewegung
eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn in Abschnitt 1.1 auf
Seite 11 mit den GI. (1.1.30), 1.1.31) fiir die Normalbechleunigung
und mit Gl. (1.1.35) fiir die Tangentialbeschleunigung formuliert
hatten.

Beispiel 1: Kinematik des rollenden Rades C
I :
Wir wollen ein Rad mit Radius r betrachten, das sich auf
einer feststehenden schiefen Ebene im Schwerefeld der Er-
de beschleunigt abwérts bewegt. Bei dieser Bewegung soll
zwischen Rad und Untergrund am Auflagepunkt keine Re-
lativbewegung stattfinden (schlupffrei <+ rollendes Rad)*3).

Geg.: r, ¥m, am, ()

43) Bine solche Relativbewegung zwischen Untergrund und dem momentanen Beriihrpunkt am Umfang des Rades
wiirde bedeuten, dass das Rad auf jeden Fall auf der Unterlage rutscht. Dies schliefit nicht automatisch ein
gleichzeitiges Rotieren des Rades um den Mittelpunkt M aus.
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Ges.: Bestimmen Sie fiir rollendes Rad
a) Winkelgeschwindigkeit cﬁ und Winkelbeschleunigung 4,5' des Rades,

b) Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Punkte B, C und D!

Lisung

Da vorausgesetzt ist, dass kein Rutschen zwischen Rad und Ebene im Beriihrpunkt B auftritt,
ist neben der in der Aufgabenstellung gegebenen Geschwindigkeit des Punktes M auch die des
Punktes B vollstéindig bekannt.

Die Eulersche Beziehung fiir die Geschwindigkeiten werten wir
deshalb fiir die beiden Punkte A = M und B fiir die Richtung
tangential zur Bahn aus:

(B2.1.1)

Als einzige Unbekannte tritt darin die gesuchte Winkelgeschwin- Lageplan Geschwindigkeiten

digkeit ¢ auf. Mit den Definitionen aus dem Lageplan folgt

(B2.1.2)

Das positive Vorzeichen signalisiert, dass die Winkelgeschwin-
digkeit mit dem richtigen Richtungssinn in den Lageplan
eingetragen ist. Uberdies wird auch die y-Komponente der
Geschwindigkeit Null: vyg = 0.

Lageplan Beschleunigungen

Analog werten wir auch die Eulersche Bezichung fiir die Be-
schleunigung

(B2.1.3)

fiir die Richtung parallel zur Bahn aus, wobei wir die Kompo-
nente der Beschleunigung des Punktes B tangential zur Unterla-
ge wieder mit der Beschleunigung des Untergrunds gleichsetzen
diirfen:

(B2.1.4)
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Dagegen verschwindet die Beschleunigung des Punktes B normal zur Bahn nicht. Es ist:

(B2.1.5)

Die Beziehungen fiir die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung nennen wir die
Abrollbedingungen eines nichtrutschenden Rades fiir den Fall des feststehenden Untergrundes.

Es sei darauf hingewiesen, dass der Berithrpunkt B einmal aufgefasst
als Punkt des Rades und ein andermal als Punkt des Untergrundes
nicht dieselbe Beschleunigung ap aufweisen. Die Gleichheit

haben wir nur fiir die Tangentialkomponenten ausgenutzt. yah
Beziiglich der Beschleunigung besitzt der Punkt B
des Rades eine Normalkomponente von der
Unterlage senkrecht nach oben a, g > 0,
wogegen die ruhende Unterlage gar
keine Beschleunigung aufweist.

Die Bahnkurve, die der Punkt B
durchlauft wird Zykloide genannt.
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Nach Kenntnis der Winkelgeschwindigkeit und
der Winkelbeschleunigung kénnen die Punkte C
und D betrachtet werden.

Wir haben nun die Wahl den Referenzpunkt A
mit M oder mit B zu identifizieren. Bleiben wir

bei M so ergibt sich mit Lageplan Geschwindigkeiten

(B2.1.6) C

fir die Richtung tangential zur Bahn (- y

Richtung) x

(B2.1.7) Lageplan Beschleunigungen
C

und fiir die Richtung normal zur Bahn (y-

Richtung) j>
X

(B2.1.8)
Vektorpléne fiir D

so dass letztlich vg = v, = 2vym. Offensichtlich
nimmt die Geschwindigkeit aller Punkte auf
der Strecke BC senkrecht zur Ebene linear
zu und weist in Richtung der schiefen Ebene.
Wir konnten uns die Scheibe durch einen sehr
diinnen, momentan senkrecht stehenden Stab
ersetzt denken, der gerade mit ¢ um den Punkt
B kippt.
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Fiir den Punkt D erhalten wir fiir die Geschwindigkeit in z-Richtung

(B2.1.9)

und in die in y-Richtung

(B2.1.10)

so dass die resultierende Geschwindigkeit mit der Parallelen zur Ebene einen Winkel von /4
einschliefft. Damit ist auch die Steigung der Zykloide im Abstand r zur Unterlage gerade /4.

Die Beschleunigungskomponenten von C ergeben sich zu

(B2.1.11)

und fiir D

(B2.1.12)

Ubung
lg

Bestimmen Sie fiir das rollendes Rad des vorstehende Bei-
spiels die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Punk-
tes E, dessen Koordinaten durch den Abstand /2 und den
Winkel « in Bezug auf den Mittelpunkt M angegeben wer-
den kénnen!
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Beispiel 2: Kinematik des einfachen Schubkurbeltriebs

Fine Schubkurbel besteht aus einer Kurbel der Lange r und einem Pleuel der Lénge [, das einen
Kolben bewegt, der horizontal gefiihrt wird.

— — —

Geg.: r, 1, ap, a1, ag
Zahlenwerte:
r=0,4m, !l =1m,

a1 =7/6, &1 = 10871, d; = 10572,

Richtungssinn der Vektoren nach Skizze

Ges.: Bestimmen Sie fiir die Schubkurbel in der skizzierten Lage
a) die Geschwindigkeit ¥c und die Winkelgeschwindigkeit o !

b) die Beschleunigung dc und die Winkelbeschleunigung o !

Lisung

Kurbel und Pleuel werden als starre Korper angesehen, die im Punkt B ankoppeln, der also
beiden gemeinsam ist. Die Beschreibung der Bewegung von Punkt B gelingt zunéchst durch die
vorgeschriebene Bewegung der Kurbel um den festen Punkt A. Im néchsten Schritt - Punkt B
wird jetzt als Punkt des Pleuels aufgefasst - kann dann die Bewegung des Punktes C beschrieben
werden. Dabei existiert die Nebenbedingung, dass die Richtung der Geschwindigkeit des Punktes
C durch die Fiithrung als horizontal vorgeschrieben ist.

Die Beziehungen nach Euler liefern

(B2.1.13)

Von der Geschwindigkeit ¢ und der Beschleunigung dc kennen wir die Richtung, da diese von
der Fithrung und dem Gleitstein vorgegeben ist. In einem Lageplan koénnen wir deshalb die
horizontale Richtungen der gesuchten Vektoren ¢ und dc vorab eintragen, Wirkungslinie W,
und W.

Anschaulich wissen wir, dass positive Winkelgeschwindigkeit und positive Winkelbeschleunigung

der Kurbel zu einer Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes C nach links fithren wird.
Unser Ergebnis sollte unsere Anschauung diesbeziiglich bestétigen.
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Fiir die Kurbel errechnen wir die
Geschwindigkeit und Beschleuni-
gungskomponenten des Punktes
B zu

(B2.1.14) Lageplidne

Wir iibernehmen diese Er-
gebnisse fiir das Pleuel und
nutzen bekannten Betrag und
Richtungssinn fiir eine grafische
Losung in Vektorplénen.

Im Vektorplan fiir die Ge-
schwindigkeit ©¥c kennen wir
Betrag und Richtungssinn der
Geschwindigkeit ©p sowie die
Richtung der Wirkungslinien
W, und thc,B' Damit ist die Vektorpline fiir Punkt C
nach der Eulerschen Formel ge-

forderte Vektorsumme eindeutig

bestimmbar.

Wir lesen ab

(B2.1.15)

und errechnen

(B2.1.16)

Im Vektorplan fiir die Beschleunigung dc finden wir folgende Situation vor.

Die translatorische Beschleunigung des Pleuels wird durch den Punkt B definiert und ist selbst
eine Vektorsumme aus zwei Komponenten a;g, und @, B, . Diese addieren wir zu ag. Auflerdem
kennen wir bereits die Normalbeschleunigung @, ¢ B, da wir die Winkelgeschwindigkeit o des
Pleuels bereits bestimmt haben. Fiir den Betrag erhalten wir

(B2.1.17)

und der Richtungssinn weist auf den Punkt B hin. Wir fiigen diese Beschleunigung mafstéblich

122



im Vektorplan hinzu. Mit den bekannten Richtungen der Wirkungslinie der Beschleunigungen
d;c,p und dc konnen wir den resultierenden Vektor dc konstruieren. Wir lesen ab

(B2.1.18)

und errechnen eine Winkelbeschleunigung

(B2.1.19)
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2.1.1.1 Zusammenfassung der Lésungsschritte zur Kinematik starrer Korper fiir

zweildimensionale Probleme

Die Betrachtungen setzen voraus auf dem starren Korper einen Bezugspunkt A zu wéhlen und
die Geschwindigkeit oder Beschleunigung eines anderen Punktes B des Kérpers aus der durch
A vorgegenen Translation und der Drehung des Punktes B um A vektoriell zusammenzusetzen.

Dies wird durch die Gleichungen

U = UA + UB,A bzw. dp = da + dB A = dA + GBA + GnB A

zum Ausdruck gebracht. Formal beinhaltet jede dieser Gleichungen
fiir zweidimensionale Probleme sechs Geschwindigkeits- bzw. acht
Beschleunigungskomponenten.

Durch geeignete Wahl von A oder auch B sind iiblicherweise
eine oder mehrere Komponenten bekannt, so dass die Anzahl
an Unbekannten kleiner wird als die Anzahl von Komponeten.
Die Gleichungen konnen nach Wahl eines Koordinatensystem
grundsétzlich rechnerisch ausgewertet werden. Insbesondere aber
fiir zweidimensionale Probleme bietet sich der im Folgenden
beschriebene semi-grafische Weg an.

Es soll im Folgenden die Geschwindigkeit ¥4 und Beschleinigung aa
als gegeben betrachtet werden, wodurch der Translationsanteil der
Bewegung des starren Korpers festgelegt ist. Die weiteren Schritte
zur Bestimmung der Bewegung des Punkte B werden exemplarisch
fir die Beschleunigung dp durchgefithrt. Das Vorgehen fiir die
Geschwindigkeit v ist analog.

Um die Vektorgleichungen fiir gewihlte Koordinatenrichtungen
auswerten zu konnen, ist es zweckméflig in einem Lageplan in
einem ersten Schritt zundchst Winkelgeschwindigkeitsvektor gb’ und
Winkelbeschleunigungsvektor cﬁ zu definieren.

Bei einem zweiten Schritt, der optional ist, kann der Abstandsvek-
tor 7g,o und die Kreisbahn von B um A eingetragen werden.

In einem dritten Schritt wird die Richtungen W,, sowie der
Richtungssinn der Translationsbeschleunigung @a eingetragen.

In einem vierten Schritt sind die Richtungen des Rotationsanteils
der Beschleunigungskomponenten Wy, , und Wy, ., , einzutragen.
Dabei orientiert man sich an der Kreisbahn von B um A. Auflerdem
definiert man den Richtungssinn von Tangentialbeschleunigung
a;p,ao und Normalbeschleunigung @, 5 a der Rotationsbewegung.

1. Schritt

2. Schritt

5. Schritt

v
1
\””rlB A
\

Abb. 2.1.1: Zur Anwen-
dung der Eulerschen
Formeln in zwei Dimen-
sionen

In einem fiinften Schritt ist am Punkt B noch die Bechleunigung @ zu definieren. Dazu ist ein
Koordinatensystem zu wéhlen, was die Koordinaten der beschl;eunigung ag, und ag, eindeutig
definiert. In der Abb. 2.1.1 ist das Koordinatensystem beliebig ausgerichtet. Je nach Fragestel-
lung bietet es sich an diese Aussrichtung zweckméBig zu wéhlen, etwa an @a oder @A zu

orientieren.

Es ist also zu beachten, dass am Punkt B mit ag und @ A zwei verschiedene Geschwindigkeits-

vektoren eindeutig zu definieren sind.
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Damit ist der grafische Anteil der Losung abgeschlossen.

Der rechnerische Anteil der Losung besteht nun darin, die Vektorbeziehungen fiir vorgegebene
Richtungen auszuwerten, wobei durch die Definition in der Abb. 2.1.1 die Komponenten aller
Vektoren eindeutig bestimmt sind. Der entsprechende Bildausschnitt aus Abb. 2.1.1 ist hier der

Ubersichtlichkeit halber nochmal aufgefiihrt.

In zwei Dimensionen koénnen diese Vektordarstellungen fiir die
Rotationsbewegung vereinfacht werden:

Die Beschleunigung dp,a setzt sich aus Tangentialkomponente mit
GBA = —TBAP
und Normalkomponente mit
— 22
anBA = +trBA QY

zusammen. Dabei nehmen die Vorzeichen Bezug auf den in Abb.
2.1.1 und 2.1.2 im 4. und 5. Schritt getroffenen Richtungssinn der
Vektoren @, @ sowie @,B,A und @B A-

Dies liefert beispielsweise, wenn die gegen die x-Achse positiv be-
werteten Winkel oy, 8 nach Abb. 2.1.2 eingefiihrt werden, fiir die
Beschleuinigungskomponenten die Beziehungen

4. Schritt

5. Schritt

Abb. 2.1.2: Zur rechne-
rischen Auswertung der
Eulerschen Formeln in
zwei Dimensionen

aBy = +aa cosa, — aB A €os B — apB,A Sin B = +ap cosa, + B AP cosS —TBA @? sin 3

aBy = —ap sinag + @A sinf8 —axp A cos B = —ap sina, —rga @ sinff —rpa »? cos 3.

Ubung

Fiihren Sie die Schritte 1 bis 5 und die Auswertung in analoger Weise fiir die Geschwindigkeit

g am Punkte B aus!
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