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wEine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grofer die Einfachheit

Ihrer Pramissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verknupft und
je weiter ihr Anwendungsbereich ist.

Deshalb der tiefe Eindruck, den die klassische Thermodynamik auf
mich machte.

Es ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der
ich Uberzeugt bin, daf3 sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer
Grundbegriffe niemals umgesto3en werden wird (zur besonderen
Beachtung der grundsdtzlichen Skeptiker). “

Albert Einstein
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1.1-1

Kap. 1 Beziehungen zwischen intensiven Zustandsgrof3en

Zustandspostulat

Der Zustand eines einfachen kompressiblen Systems ist durch die
\orgabe von zwei unabhéngigen intensiven Zustandsgrofien
eindeutig bestimmt.

1.1 Thermische Zustandsgleichungen

Beispiel:

Thermische Zustandsgleichung (p,v,T-Diagramm) eines
realen Stoffes

~
v
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1.1-2

Bemerkung:

Die thermische Zustandsgleichung spielt eine herausragende Rolle, da diese
leicht messbare physikalische Gréfen miteinander verkntpft.

Ziel des Kapitels 1:

Andere Zustandsgleichungen schwieriger zu messender Zustandsgrofden
zum Beispiel

u, h,s, ...

sollen aus der Kenntnis der Funktion f ( p, v, T ) = 0 berechnet werden.
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1.1-3

Allgemeine Formulierung der thermischen Zustandsgleichung:

Funktionale Verkntpfung von p, T und v:

fp,v,T) =0

Beispiele:
- Zustandsgleichung idealer Gase
- Virialzustandsgleichung

- Van-der-Waalssche Zustandsgleichung
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1.1-4
Realgasverhalten: Theoretische Beschreibung

Ausgangspunkt:
: . pv
Zustandsgleichung fir ein ideales Gas: BT 1
1. Virialzustandsgleichung mit Realgasfaktor Z # 1: % =Z
Entwicklung: Z=1+ B(T) + ¢ (,f) + ... 100
v v

Pr
10

Die Koeffizienten B, C werden so bestimmt werden,
dass spezielle Bedingungen erfillt sind. of

0,01
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: - : : : : . 1.1-5
Die Grafik zeigt das p,v-Diagramm eines realen Fluids, wie es in einem

Experiment gemessen werden konnte.

Alle Zustandsvariablen sind auf Groflien im kritischen Zustand K bezogen.
100

P v T—T
pr_pK’ UT_UK7 T Tk Pr

10}
Im Kkritischen Punkt K gilt:

(8}%) =0 1,0 |
ovy ) _
2
"y — 0 0,01
ov? ), 0,2 100
T,.=1

Dies sind zwei Bedingungen fur zwei freie Parameter.
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1.1-6
2. Van-der-Waals-Gleichung (1873) (vergl. Thermodynamik I)

1. Schritt:

Korrektur fur endliches Volumen der Atome

UV = Ureal = Videal + ba P = Pideal

Die GroRe b wird Kovolumen genannt.

Mit
Pideal Videal = RT

folgt eine Realgasgleichung der Form:

p(v—0b)=RT
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: 1.1-7
2. Van-der-Waals-Gleichung (Forts.)

2. Schritt (zusétzlich)

Lennard-Jones-Potential

Korrektur fir Anziehunagskrifte zwischen den Atomen  “ret

(«— Lennard-Jones-Potential) hervorgerufen durch

unsymmetrische Ladungsverteilungen in der \
Elektronenhlle: “M o
a Eo

Dreal — Pideal — 2

Die Grofe a hei’t Binnen- oder Kohasionsdruck (Van-der-Waals-Bindung).

: RT a
Zustandsgleichung  p,o, = RI 2 oder | p= 5

_ 2 Tu—b w
Vreal — b Vfeq

Anwendung der Van-der-Waals-Kréfte in der belebten Natur:

Geckos benutzen diese Anziehungskrafte, um sich an glatten Oberflachen zu halten.
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1.1-8
Gecko
Ein Beispiel flr eine Anwendung der Van-der-Waals-Kréfte in der Natur

Geckos benutzen die Van-der-Waals-Krafte, um sich an glatten Wanden Glas zu halten.

Dazu sind ihre FiiRe mit feinsten Harchen besetzt,
die eine grolRe Kontaktflache ermdglichen, sich
kleinsten Unebenheiten des Untergrundes anpassen

und so eine sehr grolie Kontaktflache ermdglichen.

1 37 PP IR 5‘""‘1 ¥
s ) ol i %“

-~
e ! ';(: it
g ,,\mm"?

I
i S

Trotzdem bleibt kein Staub an den FiiBen haften, der die Behaarung
wirkungslos machen wirde.

Geckos putzen ihre FiiRe nicht!
Erklarung des Mechanismus:
"Proc. of the Nat. Acad, of Sciences" (Bd. 102, 2005, S. 385)
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1.1-9
Die freien Parameter der Van-der-Waals-Gleichung werden aus den

Bedingungen am kritischen Zustand ermittelt. Aus den Bedingungen

(@) _ BTk 2a 1, (@) _ 2RTx  6a .
ov ) _— (v —b)2 v ’ ov? ) _— (v — b3 v}
folgt:
1
a=§RTKUK, b=—’UK

Damit ist die VVan-der-Waals-Gleichung fir jedes reale Gas aus dessen
Daten am kritischen Punkt angebbar:
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: : _ 1.1-10
Diskussion der Van-der-Waals-Zustandsgleichung

1. Vergleich mit der Virialzustandsagleichung: % =/

Van-der-Waals-Zustandsgleichung am kritischen Punkt K:

R T : 9 1
PK — K—aé mit a=-RTkvk, b= —vk
vk — b v 3 3

Einsetzen von a und b liefert:
3R Tk
PK —

3
Zk = - =0,375
8UK 3

Vergleich mit Messwerten flr verschiedene Gase:
Ik exp = 0,22 —0,3
Ubereinstimmung quantitativ nicht befriedigend

= Viele andere Zustandsgleichungen wurden entwickelt.
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1.1-11
2. Isothermen nach der VVan-der-Waals-Gleichung im p,v-Diagramm

Experiment zum Vergleich:

P 100
| Pr
10+
K /
pK °
\\//& 1,0 |
0,01 : .
0,2 1,0 10 100
> Uy

’UK v
Der Verlauf der Isothermen im Nassdampfgebiet entspricht nicht dem Experiment.
- Isobare und Isothermen fallen im Nassdampfgebiet nicht zusammen!
- Die Grenzen des Nassdampfgebietes (Siede- und Taulinie) sind nicht erkennbar.
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3. Unterkuhlter Dampf und tberhitztes Wasser 1.1-12

Verlauf der Isothermen nach der Zustandsgleichung von Van-der-Waals

A
P

P

Taupunkt
2

?Tlmnst

x=1

Siedepunkt :
Py (T) /\//
! 0 o

’UK v

X

o

Im Widerspruch mit der Alltagserfahrung fallen im Zweiphasengebiet bei der
Van-der-Waals-Gleichung Isotherme und Isobare nicht zusammen.
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1.1-13
Die Zustande auf der Van-der-Waals-Isothermen zwischen Siede- und

Taupunkt sind metastabil oder instabil.

Zustande zwischen 1 und a (Uberhitzte Fl.) und zwischen 2 und ¢ (unterkthlter Dampf)
sind bei sorgféltigsten, storungsfreien Versuchsbedingungen aber darstellbar.

Kleinste Storungen (Erschiitterungen, Kondensationskeime)

= Zusténde zerfallen in sehr kurzem Zeitraum in die beiden Phasen trockener Dampf
und siedende Flussigkeit (z.B. Siedeverzug).

Bei Zustanden auf dem Kurvenast a tber b nach c steigt das Volumen unphysikalisch
mit zunehmendem Druck.

Diese Zustande werden experimentell tatsachlich nicht beobachtet.
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1.1-14

4. Konstruktion von Siede- und Taulinie

\
p

Der Kurvenverlauf der

van-der-Waalsschen Zustandsgleichung

ermoglicht die Festlegung PK

von Siede- und Taupunkt
auf der Isothermen und damit die

Konstruktion der Siede- und Taulinie.

"
Il
o
=
Il
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Festlegung von Siedepunkt 1 und Taupunkt 2 auf einer Isothermen 1.1-15

Es gilt flr isobaren Phasentibergang (dp = 0) bei konstanter Temperatur (T=const):

p
|
PK k

Siedeline

117 UH

t. Int.
irffudp;() par:>n p(v”—v’)T—T/de:O

/ vf

Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der

Gleichheit der im Diagramm farbig

hinterlegten Flachen tber- und unterhalb der

jeweiligen Isothermen (Maxwell-Clausius):

’r
v

= ps (vll o U,)

ps(T) 1/\/ . =T1/Pd’0

=0 x=1 = Konstruktion von Siede- und Taupunkt
v v v auf der Van-der-Waals-Isothermen mdglich.
RWTH
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1.1-16

Ziel:

Andere Zustandsgleichungen schwieriger zu messender Zustandsgrofien
zum Beispiel

u, h,s, ...

sollen aus der Kenntnis der Funktion f ( p, v, T ) = 0 berechnet werden.

Dazu werden im Folgenden einige mathematische Hilfsmittel bereitgestellt.
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Mathematischer Exkurs: 1.1-17

Funktionale Beziehung z = f ( x, y ) zwischen drei Variablen

Funktionswerte an den Punkten

xy und x+dx, y+dy. Z‘
Wir erhalten: . ~ :

z=1(x,y) und z+dz = f (x+dx, y+dy)
o z(x,))
Steigungen der Geraden A-B und C-D: '
of (ﬁ) =P B
Ox ” oy /. b
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1.1-18
Der Ausdruck

(Of of
e () 00 (3),

fur die Funktion z =1 ( x, y ) heil3t flir mehrfach stetig differentierbare Funktion f
vollstandiges Differential der Funktion f.

Die partiellen Ableitungen sind i. A. wieder Funktionen von x und y:

e = () wa van - (%)
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1.1-19
Falls M(x,y) und N(x,y) stetig differenzierbar = Satz von Schwarz

Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen:
20 ) = (2 (Y
Oy \ Ox ” \ 0z \ 9y .
x Yy

- (%)~ (%)
y x_ ox y

Umkehrung der Argumentation:

Ein linearer Ausdruck der Form dz = M (z,y)dxz + N(z,y) dy
stellt ein vollstandiges Differential dar, falls gilt:

(@)= (%),
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1.1-20
Bemerkung:

Zwischen dem Wert der Funktion z und der Funktion f wird, um die Anzahl an
Formelzeichen gering zu halten, in der Thermodynamik nicht unterschieden.”

0 0
Schreibweise: z=z(x,y) und dz= (8—Z> dx + (—Z> dy
x/, oy /.,

Analoge Bildungen bei anderer Wahl der unabhéngigen Variablen:
Ox Ox
r=z(y,z) und dz= (3_y>z dy + (a)y dz

y=1vy(z,z) und dy:(%) dz—#—(%) dax

“) Stattdessen werden die unabhangigen Variablen, nach denen nicht abgeleitet wird, zusatzlich notiert.

I t V Institut fir Rm
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1.1-21
Beispiele

1. Bestimmen Sie das vollstandige Differential der thermischen Zustandsgleichung

p=p(v,T)!

LOsung: Voraussetzung ist, dass wir uns in einem einfachen Zustandsgebiet befinden,
d.h. der Stoff besitzt eine einheitliche Phase .

Das vollstandige Differential der thermischen Zustandsgleichung bei der Wahl von v
und T als unabhéngige Variablen lautet dann:

op Op
dp=(—| d — | dT
P (8U>T . <8T>U

Es gilt ferner die Beziehung: o (0Op
o (30),

I
-~
S

Q
S
e\__/
~—
~

v
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1.1-22
2. Zeigen Sie, dass die spezifische Volumenénderungsarbeit kein vollstandiges

Differential darstellt!

Losung: Die spezifische Volumenanderungsarbeit ist durch die differentielle Beziehung
dw = —pdv

definiert. Vergleich mit einem Ausdruck der Form dw = M(p,v)dv + N(p,v)dp

liefert:
M(p,v) =—p und N(p,v)=0

oM ON oM ON
= ) = ) = = il _
(%), =t ma (5) = (). (3),
Die Volumenanderungsarbeit ist kein vollstandiges Differential !
Wir benutzen deshalb die Schreibweise (o statt d): dw = —pdv
Die Volumenénderungsarbeit ist eine Prozessgrolie!
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Zyklische Beziehung zwischen Zustandsgrofien 1.1-23

Gegeben: Zustandsfunktion
z=z(z,y)
Zustandsfunktionen besitzen ein vollstandiges Differential
0z 0z
e (5) e (),

Wir wollen dx und dy so wéhlen, dass z=const also : dz = 0
Dann gilt: 9z
oy /),

O]

(5),5). (). Ty
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Wechsel von Variablen 1.1-24

Gegeben: Zustandsfunktion
z=z(z,y)

Zustandsfunktionen besitzen ein vollstandiges Differential
dz = (62’) dzr + (82) dy
Ox y oy /.,

Wir wollen die Anderung von z zum Beispiel mit x betrachten, wenn eine weitere,

andere Zustandsvariable £ konstant gehalten wird .

(2).= (&), (5). (&),
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o _ 1.1-25
Beispiel zum Wechsel von Variablen

Es seien folgende Abhangigkeiten der Inneren Energie u gesucht:
( ou ) 1nd (&u)
g n i
oT » op )

Leichter messbar sind die Abhangigkeiten der Inneren Energie von Temperatur und Volumen

statt von Temperatur und Druck.

Losung: Ausgangspunkt deshalb:

ou ou
= u(T = (57 -
u=u(T,v) = du (8 )U dT—I—(aU>Tde

Die gesuchten partiellen Ableitungen lassen sich dann wegen u=u(T,v(T,p)) durch

(au) (8u> N (au) (8’0) nd (8u> (8u> (8@)

B I (e gu v n ouy _ (ou ov

oT » or ov ) \OT ’ op ) ov /), \Op)r
ausdrticken, wobei die fehlenden Ableitungen die Kenntnis der therm. Zustandsgl. erfordern.
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1.2-1

1.2 Fundamentale Beziehungen fir reine Substanzen

Ziel:

Andere Zustandsgleichungen schwieriger zu messender Zustandsgrolien
zum Beispiel

u, h,s, ...

sollen aus der Kenntnis der Funktion f ( p, v, T ) = 0 berechnet werden.
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Fundamentale Beziehungen fur reine Substanzen (Forts.) 1.2-2

Betrachte realen, verlustbehafteter Prozess von 1 nach 2

A

In einem Zustandsraum fir geschlossenes System. 2

[ ]
realer Prozess

idealer Prozess

Die gleiche Zustandsanderung soll durch eine Folge

idealer verlustloser Prozesse erreicht werden.

le
Erster Hauptsatz

0q + ow = du

Waérme und Arbeit sollen reversibel ausgetauscht werden.

0q E OQrey uUnd Oow - Wy = 0w’ = —pduv
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1.2-3
Fundamentale Beziehungen fur reine Substanzen (Forts.)

Aussage des Ersten Hauptsatzes fir idealen Prozess:

OGrev —pdv = du

Mit der Definition der Entropie oder dem Zweiten Hauptsatz:

5Qrev = T'ds

Kombination = Fundamentalgleichung fir die Innere Energie

du = T'ds — pdv

Die Innere Energie &ndert sich nicht bei Prozessen in geschlossenen Systemen,

bei denen Entropie und Volumen konstant bleiben.

Institut fir Rm
Technische

Verbrennung



1.2-4
Fundamentale Beziehungen fur reine Substanzen (Forts.)

Andere:
Enthalpie in geschlossenen Systemen:
Wegen h = u + p v gilt der Erste Hauptsatz in der Form:

OGrev + 0w, = dh mit dw!

rev

= vdp

= Fundamentalgleichung fiir die Enthalpie

dh = T'ds+vdp

Die Enthalpie &ndert sich nicht bei Prozesses in geschlossenen Systemen, bei denen

Entropie und Druck konstant bleiben.
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1.2-5

Beispiele zur Anwendung von Fundamentalgleichungen

1. a) Steigung der Isobaren im h,s-Diagramm!

b) Funktionaler Verlauf der Isobaren fur ideale Gase mit ¢, = const!

Losung:
a) Erster Hauptsatz fiir idealen Prozess: dh = grev + 0Wyey,  OWye, = vdp
Definition der Entropie: 0Grev = T'ds
— Fundamentalgleichung fir die Enthalpie: dh = T'ds+vdp

. i i h h
= \ollstandiges Differential: &~ = h(s,p) und dh= (%) ds + (Z—p) dp
P S
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1.2-6
Beispiele zur Anwendung von Fundamentalgleichungen (Forts.)

Isobare Zustandsanderung:  dp =0

- (%),
s p
Die Steigung der Isobaren ist gleich der /7//’/@;‘:—%//:/’4

Thermodynamischen Temperatur T.
arctan(7")
— Richtungsfeld fir die Funktion B =

h=nh(s) bei p=-const

Dieses Ergebnis gilt offensichtlich fir alle reinen Stoffe!

Technische
Verbrennung
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Beispiele zur Anwendung von Fundamentalgleichungen (Forts.)

b) Verlauf der Isobare (Integration):

7dh = 7Tds

Wir bendtigen T(s), um integrieren zu kénnen.

Spezialfall: Ideale Gase mit c,=const
Aus Fundamentalgleichung fir dp = O:

dh = T'ds und ferner dh = ¢, dT

= T(s) comConst Ty exp (8 — SO)

Cp

Analytische Darstellung des Kurvenverlaufs:

h o s — Sp
U= ex
ho b Cp

1.2-7

p = const

/

arctan(7")

T = const
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Beispiele zur Anwendung von Fundamentalgleichungen (Forts.) 1.2-8

2. Zweiphasengebiet einer reinen Substanz:
Zusammenhang zwischen Verdampfungsenthalpie und VVerdampfungsentropie

Erster und Zweiter Hauptsatz (Fundamentalgleichung):

oA
dh = Tds + vdp
/ Reversibler Phaseniibergang mitdp =0, dT =0:
p=const dh — TdS
L K T= const
. Integration fur T = const liefert Zusammenhang
Y
2 1,T = const zwischen Verdampfungsenthalpie und -entropie:
&
h &,
@j; T:égnst B =T (S” . S,)
4 x=1
x=0
= Pz — Dies gilt fur alle reinen Stoffe.
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Fundamentale Beziehungen fur reine Substanzen (Forts.)
Besonders wichtige Zustandsfunktionen:
Freie Energie oder Helmholtz-Energie: a=u-Ts

Fundamentalgleichung fur die freie Energie
da = —sdT — pdv

Die Freie Energie andert sich nicht bei Prozesses in

geschlossenen Systemen, bei denen Temperatur und Volumen

konstant bleiben.

1.2-9

a(Tv)
Temperatur und Volumen sind leicht kontrollierbare GroRRen!
(siehe experimentellen Aufbau).
RWNTH
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1.2-10
Fundamentale Beziehungen fur reine Substanzen (Forts.)

Besonders wichtige Zustandsfunktionen:
Freie Enthalpie oder Gibbssche Enthalpie: g=h-Ts

Fundamentalgleichung fur die freie Enthalpie

dg = —sdT 4+ vdp

Die Freie Enthalpie &ndert sich nicht bei Prozesses in [ lg [

geschlossenen Systemen, bei denen Temperatur und Druck

konstant bleiben.

g(Tp)
Temperatur und Druck sind leicht kontrollierbare GroRien ! 4
(siehe experimentellen Aufbau).
RWNTH
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1.2-11
Zusammenfassung wichtiger Fundamentalgleichungen und Definitionen

Innere Energie u
du = T'ds — pdv

Freie Energie a=u-Ts da = —sdT — pdv

Enthalpie
dh = T'ds+vdp

Freie Enthalpieg=h-Ts dg = —sdT +vdp
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1.3 Fundamentalgleichungen und der Begriff der nattrlichen Variablen
Am Beispiel fur die Innere Energie:
Fundamentalgleichung: du =Tds —pdv
Vergleich mit dem vollst. Differential: = u=u (s,v)
= Entropie und Volumen als unabhangige Variablen

— natdrliche Variablen s, v

nat. Var.

du T ds — pdv = s, v = u=u(s,v)

1.3-1
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1.3-2

Fundamentalgleichungen und der Begriff der natlirlichen Variablen(Forts.)

Entsprechendes folgt fiir die anderen ZustandsgrofRen:

Fundamentalgleichung

du

da

dh

dg

+Tds — pdv

—sdT — pdv

+T'ds+vdp

—sdT +wvdp

nat. Var.
=

nat. Var.
=

nat. Var.
=

nat. Var.
N

s,p = h=h(s,p)

T.p = g=g9(T,p)

Besonders wichtig, da T, p, v leicht experimentell kontrolliert werden konnen!
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: : : : _ 1.4-1
1.4 Naturliche Variablen, totales Differential und Fundamentalgleichungen

Wegen der besonderen Bedeutung von T, p, v konzentrieren wir uns auf

Funktionen, die diese GroRen als naturliche Variablen enthalten!

Freie Energie:
, da oa
a=a(T,v) = vollst. Diff.: da = (a—T)U dT + (%>Tdfu

Vergleich mit Fundamentalgleichung:  da = —sd7T — pdv
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1.4-2

Naturliche Variablen, totales Differential und Fundamentalgleichungen (Forts.)

Freie Energie: a = a(T,v)

= day _ —s und a) _ _
or ), N ov ) 1 - P
Anwendung:

Bei Vorgabe eines Modells a = a(T,v) fur die Freie Energie sind die

Entropiefunktion s = s(T,v) und therm. Zustandsgl. p = p(T,v) festgelegt!

Insbesondere experimentelle Daten fur p = p(T,v) konnen zur Bewertung des

Modellansatzes a = a(T,v) mit (%) verglichen werden!
T
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1.4-3
Naturliche Variablen, totales Differential und Fundamentalgleichungen (Forts.)

Analog:

. . . 0 0
Freie Enthalpie: g=yg(T,p) = vollst. Diff.: dg = (8%) dT" + (a—g) dp
p P/

Vergleich mit Fundamentalgleichung: dg = —sdT' +vdp

= (@) — —s und (@> = v
oT » op )

Bemerkung: Modellansatze fir g = g(T,p) fur die Freie Enthalpie sind von besonderem
Interesse, da Druck und Temperatur besonders leicht kontrolliert werden kdnnen.

(Experimente unter konstantem Druck)
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1.4-4
Ubungen

1. Wie lauten die nattrlichen Variablen fir die Enthalpie? Wie kdnnen Temperatur bzw.

Volumen aus der Vorgabe der Inneren Energie in natlrlichen Variablen berechnet werden?

2. Wie lauten die nattrlichen Variablen fir die Freie Enthalpie? Wie kdnnen Entropie bzw.

Volumen aus der Vorgabe der Inneren Energie in natlrlichen Variablen berechnet werden?
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1.5 Maxwellsche Relationen

Ausgangspunkt:

Thermodynamisches Potential™

Innere Energie: u(s, v)
Enthalpie: h(s,p)
Freie Energie (Helmholtz): a(v,T)

Freie Enthalpie (Gibbs):  g(p,T)

Char. Funktion

u=h—pv

h = u -+ pv

a=u—"7Ts

g=h—-"1Ts

1.5-1

Fundamentalgleichung

du = T ds—pdv
dh = Tds+vdp
da = —pdv—sdTl
dg = wvdp—sdTl

Maxwell-Relationen aus Gleichheit der gemischten zweiten Ableitungen

*) Zustandsfunktionen, dargestellt jeweils in den natiirlichen Variablen It. Fundamentalgleichung,
werden auch thermodynamische Potentiale genannt..
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Fundamentalgleichung

du =Tds—pdv =

da = pdv-sdl' =

dh =Tds+vdp =

dg =vdp—sdl =

\Von besonderem Interesse sind die Relationen, nach denen kalorische Zustands-

1.5-2

|
-

-

)=
)

ol
) -

Maxwell Relation

(50).=(50)
8’U 3_ 38 v
(57).= (52)
8T ’U_ 8’1) T

().~ &),

{ar), = &),

grofien nur durch thermische ausgedrtckt werden konnen (farbig markiert).
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1.5-3
Zusammenfassung wichtiger Begriffe, Stichworte fiir das weitergehendes Studium:

Thermodynamische Potentiale (engl.: thermodynamic potential)
Natirliche Variablen (engl.: natural variables)
Charakteristische Funktionen (engl.: characteristic functions)
Fundamentalgleichungen (engl.: fundamental equations)
Legendre-Transformationen (engl.: Legendre transformations)
Guggenheim-Quadrat (engl.: Guggenheim square)
Maxwell-Relationen (engl.: Maxwell relations)
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1.6.1
Weiteres Beispiel zu Abschnitt 1.2 bis 1.5

Fir die Freie Energie eines realen Gases wird abweichend von der Freien Energie des idealen
Gases, Index iG, folgender Modellansatz eingeftihrt:

: c c
a = a(T,v) mit a = a'® — RT In (1— —1) — 2. ¢1,c9 = const
v v

Welche thermische Zustandsgleichung und welche Zustandsgleichung fur die Entropie besitzt
dieses Gases?

Uberpriifen der Ergebnisse mit einer geeigneten Maxwell-Relation!
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3 1.6-2
Losung:

Der Ansatz fur die Freie Energie ist in den nattrlichen Variablen formuliert. Wir betrachten
deshalb die Fundamentalgleichung der Freien Energie

da = —sdT — pdv
0
und erhalten durch Vergleich mit dem vollstandigen Differential: (8_3) = —p
T

Die Freie Energie des idealen Gases konstanter Warmekapazitat

: . . T
a(T} U)IG = ulG — TSIG = Cy (T — T()) - T (CU In (T) + R In (ﬂ) )

0 Vo

eingesetzt, lautet der Modellansatz

a(T,v) = ¢, (TTO)T(CvIH (Tzo) + R In (;;)) —RTln(l—%) _CU_Z

Die Auswertung der partiellen Ableitung liefert folgenden Ausdruck fiir den Druck:

_RT

C1 C2
RT | ——— ) — =
p=— 7 (’U(”Ucl)> v?

Technische
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1.6-3
Um Rechenfehler aufzufinden, sollte man an dieser Stelle priifen, ob die Dimensionen des

gefundenen Ausdrucks
T
p=TL L pr (_1) _a
v v(v—cq) v

korrekt sind. Jeder Term der Summe besitzt die Dimension eines Druckes. \/

Wegen “1 _ -1 i 1

v(iv—c1) v  v—oc1

ist dies die thermische Zustandsgleichung des Van-der-Waals-Gases:

RT Co

P = —
v—cy V2

Die Konstanten ¢, und c, sind also Kovolumen und Binnendruck.
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1.6-4

Fur die Zustandsgleichung der Entropie nutzen wir

day _ _
or) ~— °

und erhalten unter der Annahme konstanter Wérmekapazitat fir die Entropie

T _
s(T,v) = ¢, In (—) + R 1In (U Cl)
T() Vo

Wir konnen unsere Rechnung mit der Maxwell-Relation

(@), = (1),

Uberprifen. Beide Ableitungen liefern tatséchlich

9s\ _ R o\ _ R
ov)r v—cp’ or), v—a
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1.7 Weitere Zusammenhange bei Verwendung nicht-natirlicher Variablen ~— 1.7-1

Beispielsweise:
Wahl von T und p als unabhangige Variablen fur Entropie s und Enthalpie h mit

dem Ziel p,v,T-Daten zu verwerten.

0s 0s
\ollstandiges Differential von s(T,p): ds = (ETT) dT" + (a—) dp
p P/
ds — dh — vdp
Fundamentalgleichung: ST T
Oh dh dh
Ersetze dh an = (7 a +(ap)po pd +(6’p)T p
oh
d7T o —v|d
= ds:_dh_vdpch +[<8P)T U] P
T T
RWNTH
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_ _ 1.7-2
Zwischenergebnis:

oh

dT — ] —wld
_dh—wdp K +[(0P>T v] P
- T - T

ds

Vergleich mit vollstdndigem Differential:

(@) _ % g (%) _1
or), T o)y, T

Mit der Maxwell-Relation (38) = — (&))
op ) 1 oT .

kann die Druckabhéngigkeit der Enthalpie aus folgender Kopplungsbeziehung

oh ov
(%)T vt (a—T)p

berechnet werden:
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1.7-3
Verkirzte Herleitung der Kopplungsbeziehung:

Ausgehend von der Maxwell-Relation

( U> ( S) : ( 8)
oT . op ) 1 T\ dp Jr
und der Fundamentalgleichung

Tds = dh—vdp = T(%) = (ﬁ) —
p ) r o )

folgt mit s=s(T,p) und h=h(T,p)

(), -7 (5. )
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1.7-4
Ubungsaufgabe

Zeigen Sie, dass fir die Entropiefunktion in den Variablen T,v folgende Beziehungen
gelten:

RWTHAACHEN
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Beispiel 1. Zustandsgleichung u(T,v) und s(T,v) fur ein Van-der-Waals-Gas L7

RT a
v—>5b 2’

spezifische Warmekapazitat c,, wie beim idealen Gas nicht vom Volumen abhangt, und es sind

Fur ein Van-der-Waals-Gas mit p = a,b = const ist zu zeigen, dass die

ferner die Zustandsgleichungen u(T,v) und S(T,v) zu bestimmen.

Losung:

o . : _ (9u du
\Vollstandiges Differential der Inneren Energie ~ du = (8T)v dT + (av )T dv

Erste partielle Ableitung (Definition): (2—;) = ¢y
Die andere partielle Ableitung: Ouy T [ AN D
ov ) o or ),

Technische
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1.7-6
Einschub

0 d .
Die Beziehungen (a—:)T =T (a—fp)) — P (siehe vorstehende Ubungsaufgabe) folgt aus:

Fundamentalgleichung:
du =Tds — pdv

\olistandigem Differential der Entropie s=s(T,v):

o= (35) o7+ (),
(59, = (22),

%} 0,
oumceare(r () ) =7 (22)

Maxwellbeziehung:

Damit ergibt sich:
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1.7-7
Fir das Van-der-Waals-Gas gilt (Ausrechnung der Ableitungen aus der therm. Zustandsgl.):

(8])) R (819) a
il B T (=) —p=—=
8T v ’U—b 8T v ’U2

Damit ergibt sich fir die Innere Energie

ou RT a Unb. Int. a
_ — — e —_ — T
(c%)T v—b P72 ~ “ U+f( )
Unb. Int.
(%) = ¢ = u = /cv dT + g(v)

Folglich gilt auch

(g_;)vzdj(;g):cv = ¢y, =¢,(T) und g(v):_%

Die spezifische Warmekapazitét ist also beim Van-der-Waals-Gas wie beim Idealen Gas eine
reine Temperaturfunktion.
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1.7-8

Daher ergibt sich fir die Innere Energie

u = /CU(T,)dTI ~ L const
v

oder mit bestimmten Grenzen:
T T

u—uy = /CU(T’)dT’ + 2 qu = /CU(T’)dT' — (a — a)
TO TD

Interpretation:

Die intermolekularen Krafte sind verantwortlich fir die Volumenabhangigkeit der Inneren
Energie.
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1.7-9

Mit diesen Zusammenhangen kénnen auch die partiellen Ableitung im vollstdndigen

Differential der Entropie ersetzt werden.

Fir das Van-der-Waals-Gas gilt dann:

ds = (g—;)UdT+<%)TdU = ds = %dTJr(g—;)Udv
T v

ds = C%dT—I—UIijde = Ss—58) = /%dT+fv]jbdv
To vo
T
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Ubung
Zeigen Sie, dass flr ein Gas mit der thermischen Zustandsgleichung
RT
p = , b= const
v—2>

und die Zustandsgleichung der Entropie

T
Cp P
$— Sy = /dTRln()
T
i Po

lautet.

Bemerkung: Entropiezustandsgleichung s(T,p) wie beim idealen Gas.

1.7-10
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1.7-11
Beispiel 2:

Modellansatz fur die thermische und kalorische Zustandsgleichung eines Photonengases

Fur ein Photonengas werden flr die thermische und kalorische Zustandsgleichungen folgende

Modellansatze formuliert:

und U =bV?T* mit b= const.

Ges.:

i i 0 i
a) Welcher Kopplungsbeziehung zwischen (g—g)T und (%)v mussen die Ansétze gehorchen?

b) Fir welche Wahl der Exponenten o und 3 wird die Kopplungsbeziehung erftllt?

Technische
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1.7-12
Losung:
a) Die erste partielle Ableitung erfordert die Funktion U = U(T,V) zu betrachten.

Fur ihr vollstandiges Differential gilt

oU oU
v = (20) ary (%) ov
oT /v T ov /)

Aus der Fundamentalgleichung
TdS =dU +pdV

erhdlt man mit dem vollstandigen Differential

oS oS
dS =(—) dT — ] dV
(), o7+ (),

nach Einsetzen der Differentiale dU und dS in die Fundamentalgleichung das Zwischenergebnis:
H(®), )
r\\ov ), ] = \av),

I t V Institut fir Rm
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1.7-13

In diesem Ausdruck 3_3 1 8_U N
ov ), T oV ) r P

stort noch die Entropieableitung.

Die passenden Maxwell-Relation erhdlt man aus der Freien Energie in natrlichen Variablen:

A=AV, T), dA= —pdV-SdT = —p= (%) , -8 = (g—?) N (%) — (2—5)
T Vv T Vv

Damit lautet die Kopplungsbeziehung:

7 (Ge)o ) =G,
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1.7-14

: 1 U
b) Vorgeschlagene Zustandsgleichungen: p = 37 und U=bVPT* mit b= const

Priifen der Kopplungsbeziehung
7 (Gv), ) =),

Ausrechnen der partiellen Ableitungen:

(a—U) = 36V T% und (@) = 2 pyB-ars
ov./r or/v 3

Einsetzen und Gleichsetzen:

1 4 1 4
6bv5—1T3+§bv5—aT3 = gbvﬁ—a T = 6V5—1+§ vi—e = gvﬂ—@

Technische
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1.7-15

Die Beziehung 1 4
A vi-14 3 Vi — 3 VB~

wird einer Dimensionsanalyse unterzogen.

Der Exponentenvergleich liefert « =1, die Gultigkeit der Gleichung =1

Ergebnis: Vorgeschlagenes Modell fiir das Photonengas:

p=3y und U=bvi1?

Bem.: Die Konstante b kann zum Beispiel durch die Methode der Kreisprozesse bestimmt werden.
Es ergibt sich b =4 olc,
mit der Stefan-Boltzmann-Konstanten ¢ und der Vakuumlichtgeschwindigkeit c,,.

(Vergleiche auch nachfolgende Ubungsaufgabe zum Photonengas und die Kap. 5.6 und 5.7.)
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Zahlenwerte zum Strahlungsdruck:

ps = %% T
Umgebungstemperatur auf der Erdoberflache T= 300K
Sonnenscheibe T=5780K
Umgebungsdruck p, =1 bar T=141116 K
Sonnenzentrum T=15-10"K
Ziel bei kontrollierter Kernfusion T= 4-108K

1.7-16

P, =2,0-10 bar
p,=2,810° bar
p, =1 bar

p,=1,3 108 bar
p. = 6,5 10% bar

In technisch erreichbarem Hochvakuum sind Driicke von 10 bis 10-10 bar méglich. Der Restdruck des

Gases liegt demnach bei Umgebungstemperatur deutlich héher als der Strahlungsdruck von 2,010 bar.

Man beachte dazu die Drehrichtung einer Lichtmuhle.
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1.7-17

Lichtmuhle
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Ubung: Zustandsgleichungen fiir ein Photonengas 1.7-18

(siehe auch vorstehendes Beispiel 2)
Beobachtungen legen es nahe, dass der Druck eines Photonengases durch die reine

Temperaturfunktion p = ColT*

mit einer Konstanten C, gegeben ist.

a) Mit der Methode der Kreisprozesse soll zunéachst die Zustandsgleichung fiir die
Innere Energie U=U(T,V) und anschliel3end die Zustandsgleichung fiir die Entropie S
die Freie Energie A, die Freie Enthalpie G, die spezifischen Warmekapazitaten C, und
C, sowie den Isentropenexponenten x des Photonengases abgeleitet werden.

Hinweis: Betrachten Sie dazu einen infinitesimalen Carnotschen Kreisprozess mit dem Photonengas als
Arbeitsmedium, der zwischen den Driicken p und p+dp, den Temperaturen T+dT und den Volumina V,;, und V.,
ablaufen soll. Bestimmen Sie fur den Kreisprozess den thermischen Wirkungsgrad und vergleichen Sie diesen mit
dem Carnotschen Wirkungsgrad.

b) Welche fundamentalen physikalischen Konstanten bestimmen bis auf einen noch
unbestimmten Zahlenwert die Konstante C,?

Hinweis: Formulieren Sie C, als Produkt relevanter physikalischer Konstanten flir Probleme elektromagnetischer
Strahlung und fiihren Sie eine Dimensionanalyse aus.
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o 1.7-20
Beispiel: Joule-Thomson-Effekt

Adiabate Drossel

hy Ly
— | N | —
Pi P2<Pi q=0 \ wi=0

Der Erste Hauptsatz fir das Bilanzzsystem liefert unabhangig vom stromenden Medium fir
adiabate Zustandsanderung bei vernachléssigten uf3eren Energien:

StrOmung konstanter Enthalpie an der adiabaten Drossel:

hi1 = ho
Frage:
Wie &ndert sich die Temperatur mit dem Druck unter der Voraussetzung konstanter
Enthalpie?
_ (21
HIT =\ 5, .
Bekannt sei: p = f(v,T)
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LOsung: Wegen der Vertauschungsregel

(8h) 6T
8T P 8])
und (811)

Cry, — D —

"= \oar/,
gilt

pyr = ——
Cp

(%

. (9s\ _ 1[0k
Mit op), T\op), T

1

1.7-21

9
), G, =
y NOhJr

(o0)
dp/

@ 5
und der Maxwell Relation (d—6>
P/r

(57)
aT P

folgt eine Beziehung zwischen ausschliel3lich thermischen Zustandsgrofien!

1
Hyjr — —
Cp

(

v
A

),
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1.7-22
Reale Gase:  Mit pv = Z RT folgt

__ RT? (82)
HJT = pe, \oT/,

Fir ideale Gase (Z=1): g =0

Fur einen von Null verschiedenen Joule-Thomson-Koeffizient sind Anziehungs- oder

AbstoRBungskrafte zwischen den Molekilen eines Gases verantwortlich.

Nimmt das spezifische Volumen bei Anwesenheit von Anziehungskraften zu, so muss das
Gas gegen diese Krafte Arbeit verrichten. Dies geht zu Lasten der mittleren kinetischen

Energie der Molekiile, die Temperatur nimmt ab:

wyr > 0

Im Falle von AbstolRungskréften liegt der gegenteilige Fall vor: prr < 0
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1.7-23
Zur Erinnerung:

RT? (az> A
i — N
HIT =" \aT ), o5k
Flrideale Gase (Z=1). ;=0 Hor, K/bar
0.4}

Das Bild zeigt den Joule-Thomson-Koeffizient s,
fur Luft.

03F

0,2 }
: : : aT
In weiten Bereichen gilt ;= () >0,
op /),
also Abnahme der Temperatur tber die Drosselstelle. M
250 bars

0,0}
Dieser Effekt wird beim Linde-Verfahren zur
Gasverfliissigung genutzt (Beispiel und Ubungsaufgabe). t-—— o e Sl

T, K

Joule-Thomson- Koeffizient fiir Luft
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1.7-24

Ubung:

Berechnen Sie den Joule-Thomson-Koeffizienten fiir ein reales Gas, das hinreichend genau
der Van-der-Waalsschen Zustandsgleichung gentigen soll!

Leiten Sie eine Naherung fir den Joule-Thomson-Koeffizienten fir das Uberhitzte Gebiet ab,
in dem das spezifische Volumen sehr grol3e Werte annimmt!

Bei welcher Temperatur T,,, andert der Joule-Thomson-Koeffizient sein Vorzeichen und wie
grol} ist das Verhéltnis zwischen der Temperatur T,,, und der kritischen Temperatur T,?

\ergleichen Sie die Umgebungstemperatur mit der kritischen Temperatur flr Wasserstoff
und fir Stickstoff oder Sauerstoff!

Welche Schlussfolgerung kénnen Sie daraus fur die Anwendbarkeit des Gasverfllssigungs-
verfahrens nach Linde ziehen?

Technische
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1.8-1
1.8. Gasverflussigung

1.8.1 Einleitende Betrachtungen zur Gasverflissigung

Verflussigung von Gasen mit sehr niedriger Siedetemperatur ist von grol3er
technischer und wissenschaftlicher Bedeutung:

- Lufttrennung insbesondere Stickstoff und Sauerstoff
- Lagerung und Transport von Gasen
- FlUssiges Helium

Suprafluiditat, Supraleitfahigkeit

Zielsetzung bei Gasverflissigung:

Herabsetzung der Temperatur unter den kritischen Punkt
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1.8-2
Zustandsanderung 1—» 1°

Gasverflissigung ist nur in einem Kalteprozess denkbar.

oA
Denn Wérme wird dem zu
verflissigenden Gas bei niedriger
Temperatur entzogen (_Abnahme der . 1—u/_/T; .
Entropie des Gases bei T< T, )

P1 = Pu

1

und bei hOherer Temperatur an ein
Kuhlmedium (Luft, Wasser)
abgefiihrt:

— linkslaufender Prozess.
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: 1.8-3
Zustandsanderung 1— 1" und dazu notwendige Mindestarbeit

Wollte man vom Umgebungszustand 1=u h A
Isobar verflissigen, wére die aufzuwendende
Arbeit

Pl = Pu

o
T =T, =const

w Z Wmin = Wreyv h = const

mit

wrev = hyr — h1 — Ty (31’ - 31) — G/ hy-hy

Dies entspricht der Exergie e,, des

Siedepunktes 1° ;Y b
Daten fur Luft bei T, =300 K, p,;=1 bar: ey
Umgebungsgerade
kJ kKWh
MWrey — 739 — = Oj 205 ——
kg kg

) Im Umgebungszustand 1=u hat das Gas keine Exergie. Am Siedepunkt 1’ besitzt es die Exergie dieses Zustandes.
Die minimal aufzubringende Arbeit ist genau diejenige, um diese Exergiednderung zu erzeugen.

Technische
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1.8-4
Die Leistungsziffer & fur die reversible Luftverfllssigung ergibt sich aus

hi—hqs h?
€ — ab hi — hy . sl—sllf
Wrey  h1—hy =Ty (51 —s1) T, — =l oo
81 —S871/ /
h = const 1=t.lZ:/_,_——
T, =T, = const
Mit der thermodynamischen Mitteltemperatur 5, -, N
hi— hy
Tl]_l — Tu(Sl‘S]')
. 51 — S/
wird: -
21, A
Tl X Umgebungsgerade
€ —
Tu—Tyy
Fij Zahlenbeispiel: T,y =110K = e=-——0 _—0 578
ur unser Zanienbeispiel. 11/ = € = 300 — 110
: - 1
Min. aufzuwendende Arbeit: Wrey = ~ Gab = 1,73 (h1 — hy/)
I t Institut fir Rm
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: 1.8-5
Folgender reversibler linkslaufender Kreisprozess ist denkbar um die
Luftverflissigung zu verwirklichen.
1 — P: isotherme Wéarmeabfuhr A

P — 1". isentrope Expansion /
Iy =T, = const 1=u

@ T

1" —> 1" — 1: isobare Warmezufuhr K

Der Verwirklichung steht flr unser e > o 1"

/ . T = const

)

Zahlenbeispiel im Wege, dass der Druck

Im Punkt P sehr hohe Werte,

L

- . . ST NE
namlich p, = 5- 10° bar, annehmen wiirde! ! s

Ein ganz anderer Weg unter Nutzung des Joule-Thomson-Effektes wurde flr Luft von
Linde vorgeschlagen.
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1.8-6
1.8.2 Gasverflussigung und Joule-Thomson-Effekt

Linde gelang es durch Ausnutzung des Realgasverhaltens von Luft einen
wirtschaftlichen Weg zur Gasverflissigung einzuschlagen.

Kernelement seiner Anlage ist ein Gegenstromwarmetauscher, Rekuperator, mit
eingebauter Drossel.

Die Druckabnahme an einer adiabaten Drossel geht bei Luft mit einer

Temperaturerniedrigung einher:

oT

Joule-Thomson-Koeffizient wjpr = (ap) >0
h
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Prinzipieller Aufbau der Anlage von Linde

1. Moglichst isotherme Kompression der
Umgebungsluft

2. Rekuperator mit eingebauter Drossel,
selbstverstarkende Kihlung der kompromierten Luft

— Anfahrvorgang der urspriinglich warmen
Anlage bei geschlossenem Entnahmeventil
= kont. Temperaturabnahme durch
Drosselung und einsetzende Vorkihlung im
Rekuperator bis am Drosselaustritt ein
Zustand im Nassdampfgebiet erreicht wird.

—  Stationdrer Betrieb bei kontinuierlicher
Entnahme flUssiger Luft und Abgabe des
gesattigten Dampfes am Rekuperatoraustritt
an die Umgebung.

isolierter Gegenstromer
(Rekuperator)

3
Drosselventil
4

4|
Entnahmeventil

fliissige Luft
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